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Prefacio

Este texto comecou a ser escrito em 2018, como material de apoio para um
curso preparatorio para concursos publicos que eu estava ministrando naquele ano.
Naquele momento para atender a necessidade dos estudantes tentei escrever de
forma simples, clara e objetiva o contetido, e sempre ilustrando com exemplos os
contetidos abordados.

Em 2019 ao retornar para a Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC)
para fazer o doutorado, em conversa com alguns professores verifiquei a necessidade
de uma material com todo o contetido da disciplina de Pré-cilculo ofertada pela
UFSC, como ja tinha parte deste conteudo escrito, trabalho que havia realizado em
2018, me dispus a complementar o texto com o objetivo de atender as necessidades
da referida disciplina, mas mantendo a ideia da simplicidade e do grande niimero
de exemplos bem detalhados.

E porqué resolvi fazer isso?

Quando iniciei minha graduacao em Matematica na UFPR no ano 2006, eu
tive muita dificuldade com essa disciplina, pois minha formagao basica foi toda em
escola piiblica e eu também nao sabia a importancia dos estudos antes de entrar da
graduacao, logo comecei o curso com a sensacao de nunca ter estudado matematica
na vida, assim como muitos de vocés podem estar se sentindo.

Na época além de assistir as aulas eu precisava estudar muito e buscar os
contetidos em livros para complementar meus estudos, acontece que era muito
dificil encontrar livros com as contas bésicas, exemplo resolucao de equacao do
19 grau, abertas com todos os detalhes, entdo sempre tinha uma parte que eu
nao entendia, além disso é dificil encontrar todo o contetido de Pré-calculo em
um tnico livro, e quando eu estava comecando a graduagao eu nao sabia estudar
usando varios livros, eu sempre me perdia, penso que isso deve acontecer com mais
pessoas.

Por estes motivos meu objetivo com este material ¢ ajudar os estudantes que
estao comecando sua vida académica a entender mateméatica e conseguir bom
desempenho na disciplina de Pré-calculo, por isso a apostila conta com varios
exemplos, com o maximo de detalhes possiveis em cada um deles, mesmo que
muitas vezes seja repetitivo, algumas aplicagoes de contetidos, em alguns momentos
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motivacoes para estudar determinados contetidos, além de exercicios de concursos
piblicos que cobram certos contetdos.

Nos Apéndices vocés encontram alguns temas que nao estao na ementa de Pré-
calculo mas que podem ser titeis para vocés em outras disciplinas, ou eventualmente
considerados como de conhecimento de todos em alguns exercicios mesmo durante
este curso.

Como a apostila estd em fase de construcao caso vocés encontrem alguma
imprecisao, por favor me avisem pelo e-mail frantriches@gmail.com, para que eu
possa corrigir, logo em seguida vocés receberao uma nova versao.

Bons estudos!

Licenga CC BY-SA-4.0. Contato: reamatQufrgs.br
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Parte 1

Aritmética Basica






Capitulo 1

Teoria de conjuntos

Chamamos de conjunto uma colecao de objetos que satisfazem uma proprie-
dade comum. Usaremos letras maitsculas A, B, ... para representar conjuntos, e
letras mintsculas a, b, . .. para representar seus elementos.

A notacdo = € A (lé-se “x pertence a A”) significa que x é um elemento de A.
A notacao x ¢ A (1é-se “z nao pertence a A”) significa que = nao é um elemento
de A.

Dados os elementos a, e, i, 0, u indica-se com {a, e, i,0,u} o conjunto que é for-
mado por estes elementos. Assim, por exemplo, V' = {a, e, i,0,u} é o conjunto das
vogais do alfabeto portugués. Quando representamos um conjunto desta forma
dizemos que estamos representando o conjunto por enumeracao de seus elementos.
Se denotarmos por U o conjunto formado pelas letras do alfabeto portugués, e
considerarmos que as vogais a, e, i, 0, u fazem parte deste alfabeto, podemos repre-
sentar o conjunto V' na forma:

V ={x €U | x ¢ uma vogal}, (1.1)

em que x representa um elemento qualquer do conjunto U.

Esta segunda descri¢ao do conjunto V' é uma forma usual de descrever conjuntos
na matemaética. Perceba que nela comecamos pensando em um conjunto “grande”
U (que chamamos de conjunto universo) e em uma propriedade P, bem particular,
que alguns elementos deste conjunto satisfazem, e assim obtemos o conjunto V.

Além de relacionar elementos com conjuntos podemos relacionar dois conjuntos.
Uma forma de fazer isso ¢ através da relacao de inclusao, que é descrita da seguinte
forma: dados dois conjuntos M e N, diremos que M estd contido em N se todo
elemento de M é também um elemento de N. Neste caso, escrevemos M C N.

Note que em nosso exemplo anterior V' C U, ja que todas as vogais listadas
também sao letras do alfabeto portugués. Outro exemplo: como a é um elemento
de V, dizer que a € V é equivalente a afirmar que {a} C V.

3



4 Pré-calculo

Considerando trés conjuntos quaisquer A, B e C, a relacao de inclusao entre
eles possui as seguintes propriedades:

Reflexividade: para todo conjunto A, tem-se que A C A.

Anti-simetria: se AC Be BC A, entao A = B.

Transitividade: se AC Be B C C, entao A C C.
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Notacoes:

Elemento a pertence ao conjunto A: a € A .

Elemento a nao pertence ao conjunto A: a ¢ A .

Conjunto A esta contido no conjunto B: AC B .

Conjunto A contém o conjunto B: AD B.

Conjunto A é subconjunto préprio do conjunto B: A G B.

O conjunto que nao contém nenhum elemento serd chamado de conjunto
vazio e denotado por ) ou {} .

Exemplo 1.0.1. Sejam A = {1,2,3,4,5} e B = {2,3,4}. Entio 1 € A, mas
1 ¢ B. Além disso, temos que B C A (ou ainda, que A D B), pois todos os
elementos de B sao também elementos de A.

As relacoes entre conjuntos podem ser representadas através de diagramas de
Venn-Euler (também conhecidos como diagramas de Venn), nos quais basicamente
desenhamos um retangulo para representar o conjunto universo, dentro deste re-
tangulo desenhamos um circulo para representar cada conjunto, e dentro de cada
circulo escrevemos os elementos que pertencem ao conjunto correspondente.

Exemplo 1.0.2. Consideremos o conjunto das vogais como sendo nosso conjunto
universo. Dentro dele podemos considerar os conjuntos A = {a,e,i}, e B =
{a,0,u}. Estes conjuntos serao representados através do sequinte diagrama de
Venn-FEuler:
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6 Pré-calculo

1.1 Operacoes entre conjuntos

Dados conjuntos arbitrarios A e B dentro do conjunto universo U, definimos
as seguintes operagoes entre estes conjuntos:

e Unido: AUB={x|z€ Aouuxe€ B}

e Intersecdo: ANB={z |z € Aexc B}.
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1.1. OPERACOES ENTRE CONJUNTOS

e Diferenca:
A—-B={z|zx€Aex ¢ B}.

B—A={x|x¢ Aex € B}.

(®

e Complementares:

A=A°={reU|x ¢ A}

o]
|

B={ze€U|x¢ B}
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ANB=(ANB)Y ={zecU|z¢ (ANB)}

AUB=(AUB) ={rxecU |z ¢ (AUB)}

e Produto cartesiano: Dados dois conjuntos A e B, o produto cartesiano de A

por B ¢é o conjunto dos pares ordenados, cuja primeira entrada ¢ um elemento
de A e a segunda coordenada é um elemento B. Este conjunto é denotado
por:

AxB={(a,b)|acAebe BY}. (1.2)

Assim por exemplo, se considerarmos A = {1,2,3} e B = {a,b,c} teremos
pela definicao que

Ax B=A{(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,0),(2,¢),(3,a),(3,b),(3,¢)} . (1.3)

O produto cartesiano de dois conjuntos pode ser representado usando eixos
coordenados, como mostra o exemplo abaixo. Esta representacao é particu-
larmente util para representar os graficos de fun¢oes de R para R.

Exemplo 1.1.1. Dados os conjuntos A = {1,2,3,4,5} e B ={2,3,4,6}, podemos
representd-los através do sequinte diagrama de Venn-Fuler:
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Considerando os conjuntos A e B dados, ao aplicar as operagoes de conjuntos
entre eles obtemos os sequintes conjuntos, e suas respectivas representagoes através
do diagrama de Venn-FEuler:

AUB ={1,2,3,4,5,6}

ANB={23,4}

A—B=1{1,5}
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2(1,4) (2, 4) 2(3,4) (4, 4)
0 ° ®

Figura 1.1: Produto cartesiano dos conjuntos A e B.

1.2 Cardinalidade de conjuntos

A cardinalidade de um conjunto A qualquer é o niimero de elementos deste
conjunto, e pode ser denotada por n(A), |A| ou #A.

Note que: n() = #0 = 0.

E importante observar que, dados quaisquer conjuntos A e B:

A cardinalidade da unido de A e B é dada por:

#(AUB) =#A+#B —#(ANB). (1.4)

Esta formula ird nos ajudar a resolver muitos problemas de teoria de conjuntos.

1.3 Conjunto das partes

Dado um conjunto A, o conjunto das partes de A, denotado por Z(A), é o
conjunto de todos os subconjuntos de A, ou seja,

P(A) ={X | X é um subconjunto de A} . (1.5)

Dado um conjunto A qualquer, precisamos ficar atentos a duas coisas:
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e O conjunto () sempre esta no conjunto das partes de A, pois () C A;
e O conjunto A sempre estd no conjunto das partes de A, pois A C A.
Portanto, ) € Z(A) e A € Z(A).

Exemplo 1.3.1. Se considerarmos o conjunto A = {a, b, c}, teremos pela defini¢ao
acima que o conjuntos das partes de A é:

P(A) ={0,{a}, {b},{c},{a, 0} {a, c}, {b,c} {a,b,c}} - (1.6)

E como sabemos se este conjunto acima contém, de fato, todos os subconjun-
tos do conjunto A? Podemos verificar isso utilizando a seguinte propriedade do
conjunto das partes:

Proposicao 1.3.1. Se o conjunto A tem n elementos, entao P(A) tem 2" ele-
mentos. Ou seja:

HA=n = #PA)=2". (1.7)

Demonstracao: Nesta demonstracao utilizaremos o principio fundamental
da contagem para contar quantos subconjuntos um conjunto A com n elementos
tem.

Para comecar, considere um subconjunto B qualquer de A. Observe que para
cada um dos n elementos de A, s6 existem duas possibilidades:

e Ou o elemento pertence ao subconjunto B;
e Ou o elemento nao pertence ao subconjunto B.

Logo, pelo principio fundamental da contagem, n6s podemos montar o conjunto
B de
2.9.9...9 —9n (1.8)
——

nvezes

maneiras diferentes.
Portanto, h& 2" subconjuntos de A em Z(A). n
No Exemplo 1.3.1, temos que #A = 3. Logo, aplicando esta propriedade,
obtemos que #Z(A) = 23 = 8, que é exatamente a quantidade de elementos que
listamos no conjunto &?(A). Podemos com isso concluir que estes sdo todos os
subconjuntos do conjunto A que existem, isto é, o conjunto Z?(A) esta completo.
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1.4 Propriedades das operacoes entre conjuntos

Dada uma familia .7 de conjuntos, ou seja, dado um conjunto .27 de conjuntos,
temos:

e Unido de todos os conjuntos que sao elementos de <7:

UA:{x\a:EAparaalgumAEd} (1.9)
Aed

e Intersecao de todos os conjuntos que sao elementos de &7

ﬂA:{x|xEAparatodoA€,Qf} (1.10)
Acsdt

Proposicao 1.4.1. Sejam A, B e C conjunto arbitrdrios, temos que:
e )cCA

e AUD=AcAND=10

AN(BUC)=(ANnB)U(ANC)

AU(BNC)=(AuC)N(AUCQC)

A—(BUC)=(A-=B)N(A—-C) (lei de De Morgan)
e A—(BNC)=(A—-B)U(A—-C) (lei de De Morgan)

Nocs(AaNB) = (N,es Aa) N B

(AinB)N---N(A,NB)=(AN---NA,)NB (1.11)
® Uncs(Aa N B) = (Uses 4a) N B

(AinB)U---U(A,NB)=(AU---UA,)NB (1.12)
e (UxV)N(AxB)=(UnNA)x (VNB)

* X — maGJ Ap = UaGJ(X - Aa)

o X —Uo A =N (X = 4)
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1.5 Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

E 1.5.1. O coordenador de esportes de um clube fez uma reuniao com 22
atletas que representam o clube nas modalidades de Handebol e Basquete, para
repassar algumas instrucoes sobre o campeonato no qual o clube estava inscrito.
Ele aproveitou para distribuir os novos uniformes conforme a equipe da qual cada
atleta participa. Foram entregues 14 uniformes de Handebol e 12 uniformes de
Basquete. Qual é o ntimero de atletas que fazem parte apenas da equipe de Han-
debol?
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Capitulo 2

Conjuntos numeéricos

2.1 Conjunto dos Niimeros Naturais

Os registros mais antigos de nimeros encontrados por historiadores, sao de
simbolos que eram utilizados para registrar a quantidade de animais, estes simbolos
foram sendo aprimorados com o desenvolvimento das sociedades e o aprimoramento
da escrita, chegando ao sistema de numeracao hindu-arabico que sao os ntimeros
como conhecemos hoje.

Estes simbolos que utilizamos para contar objetos sao denominados ntimeros
naturais (N). O conjunto dos nimeros naturais ¢ composto por:

N=1{0,1,2,3,4,5,...}, (2.1)
e o conjunto dos nimeros naturais sem o zero.
N* ={1,2,3,4,5,...}. (2.2)

Alguns historiadores acreditam que o zero foi o ltimo deles a ser criado, justi-
ficando que no inicio nao havia necessidade de registro no caso de nao se ter posses.
Ainda se discute dentro da matematica se o zero pertence ou nao ao conjunto dos
nimeros naturais.

E importante notar que neste conjunto numérico estdo bem definidas as ope-
racoes de adigdo (+) e multiplicacdo (X), mas nao a subtracao (—) e a divisao

(+).

2.2 Conjunto dos Niuimeros Inteiros

Com o surgimento do comércio, surge a necessidade dos comerciantes de regis-
trarem a entrada e saida de bens em seus estabelecimentos, bem como seus lucros

14
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e suas despesas. Para efetuar estes registros eles criaram os nimeros negativos,
tendo assim como registrar posses usando ntimeros positivos e dividas usando os
nimeros negativos.

Este conjunto de ntimeros negativos juntamente com os niimeros naturais,
forma o conjunto dos ntimeros inteiros (Z):

Z={..,—5—-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,---} (2.3)

Observe que N C Z. E ainda que no conjunto dos niimeros inteiros temos bem
definidas as operacoes de soma (+) e subtracao (—).

2.3 Conjunto dos Niumeros Racionais

Note que no conjunto dos niimeros inteiros ainda nao é possivel fazer todas
as divisoes, por exemplo 3 + 2 ainda nao esta definida, pois ainda nao existe um
numero que represente este resultado. Para resolver este problema surge entao
o conjunto dos ntimeros racionais (Q), que é formado por todos os nimeros que
podem ser escrito em forma de fracao, ou seja o conjunto dos ntimeros que podem
ser obtidos como resultado de alguma divisao, representamos este conjunto por:

Q={JlabeZeb#0}. (2.4)

Observe que N C Z C Q. E ainda que no conjunto dos ntmeros racionais
temos bem definidas as operacoes de soma (4 ), subtracdo (—), multiplicagio/vezes
(x) e divisdo/razao (=). Porém as operagOes neste conjunto possuem algumas
particularidades com as quais devemos ficar atentos, por isso iremos retomé-las na
sequéncia de nossos estudos.

2.3.1 Dizimas peridédicas e nao-periddicas

As dizimas sao nimeros decimais com infinitas casas decimais, podendo haver
alguma forma de repeticao dos algarismos nas casas decimais, e neste caso a dizima
¢ denominada periddica e € um nimero racional, ou nao haver repeticao alguma
dos algarismos das casas decimais, neste caso a dizima é denominada nao periédica
e ¢ um namero irracional. Estamos neste momento particularmente interessados
nas dizimas periodicas.

Chamamos de dizimas peri6édicas os ntimeros decimais com infinitas
casas decimais, nos quais a partir de alguma casa decimal, um algarismo
ou um grupo de algarismos passa a se repetir infinitamente. O algarismo

ou algarismos que se repetem infinitamente constituem o periodo da
dizima.
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Exemplo 2.3.1. Vejamos alguns exemplos de dizimas periddicas, e como dada a
dizima encontrar a fracao que a representa.

a) Considere o nimero 0,333..., neste caso o periodo € 3, assim,
- 3 1
0,3333...=0,3=- == 2.5
, 3=2=: (25)
De fato,
r = 0,3333...
10z = 10...0,3333...
10z = 3,3333...
10z = 3+40,3333...
10z = 3+
10z —2 = 3
92 = 3
s = 3
)
0,3333 _
, = 3
usando a mesma ideia consequimos mostrar os exemplos abaizo.
b) Considere o nimero 0,121212 ..., neste caso o periodo € 12, assim,
— 12 4
0,121212...=0,12 = — = — 2.6
’ ’ 99 33 (26)
¢) Considere o nimero 0,225225225 ..., neste caso o periodo é 225, assim,
225 75 25
0,225225225...=0,22b = — = — = — 2.7
’ ’ 999 333 111 (2.7)

d) Considere o nimero 7,464646 ..., neste caso o nimero tem uma parte inteira
que € 7 e uma parte decimal 0,464646 ... na qual o periodo € 46. Portanto,

7,464646... = 74 0,464646. ..
= 7+46
N 99
799 + 46

99
739

99
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e) Considere o nimero 0,25 = 0,2555. .., neste caso o periodo é 5. Assim para
obter a fracao equivalente a esta dizima, procedemos da sequinte forma:

xr = 0,2555...
100x = 25,555...
10z = 2,555...
100z — 10z = 25,5—-2,5
90z = 23
23
YT 90

f) Considere o nimero 1,3176, neste caso o periodo é 6. Assim para obter a fracio
equivalente a esta dizima, procedemos da sequinte forma:

x = 1,3176
10000z = 13176,6
1000z = 1317,6
10000z — 1000z = 13176,6 — 1317,6
9000z = 11859

. 11859
~ 9000
3953
r = —=
3000

Com estes exemplos confirmamos que toda dizima periodica é um ntimero raci-
onal, assim como os niimeros inteiros, ja que, se a € Z entao a = , portanto a € Q,

e os nimeros com um nimero finito de casas decimais, por exemplo, 0,15 = %.

2.4 Conjunto dos Numeros Irracionais

Com o aprimoramento do calculo de areas, vem também a necessidade de
sabendo a area, por exemplo do quadrado, descobrir quais as medidas de seus
lados, dando entao origem ao calculo das raizes quadradas, surge portanto um
novo problema, com os nimeros criados até entao nem todo ntimero tem uma raiz
quadrada. Para resolver este impasse, criou-se o conjunto dos ntimeros irracionais,
numeros estes que nao podem ser representados por uma fracao como por exemplo:
V2, V3, V5, V7, pi (), nimero de Euler (e), e muitos outros. Observe que
QNI=0.

Numeros decimais com infinitas casas decimais que nao sejam dizimas periodi-
cas sao portanto exemplos de niimeros irracionais.
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2.5 Conjunto dos Niimeros Reais

O conjunto dos niimeros reais nada mais é do que a uniao dos niimeros racionais
com os numeros irracionais, R = Q U I, no qual as operacoes soma, subtracao,
multiplicacao e divisao estao bem definidas.

2.5.1 Relagao de Ordem, Reta Real e o Valor Absoluto

Do nosso dia-a-dia sabemos que como a matematica Wang Zhenyi nasceu em
1768 e a mateméatica Hertha Ayrton nasceu em 1854, entao Wang é mais velha
que Hertha, pois 1768 é anterior a 1854, ou podemos pensar também que 1768 é
menor que 1854, aqui estamos usando a relacao de ordem dos niimeros naturais
para poder determinar quem nasceu primeiro e portanto é a mais velha, com esta
relacao de ordem das datas podemos construir uma cronologia dos acontecimentos
histoéricos, que pode ser representada em uma reta cronologica.

Além dessa situacao de datas podemos também pensar na questao das tempe-
raturas, por exemplo temos que a maior temperatura registrada oficialmente no
Brasil foi 44,7 °C em Bom Jesus, Piaui, em 21 de novembro de 2005, superando o
recorde também oficial de Orleans, Santa Catarina, de 44,6 °C, de 6 de janeiro de
1963. E a menor temperatura registrada foi de —17,8 °C no Morro da Igreja, em
Urubici, Santa Catarina, em 29 de junho de 1996 (registro extraoficial). A menor
temperatura registrada oficialmente no pais foi de —14,0 °C, no municipio de Ca-
cador, no mesmo estado, em 11 de junho de 1952. Estas afirmacoes sao possiveis
pois sabemos que 44,7 é maior que 44,6 e -17,8 é menor que -14,0, para fazer estas
comparagoes e decidir quando estd mais frio e/ou mais quente estamos usando a
relacao de ordem dos niimeros racionais.

Esta relacao de ordem que usamos nos dois exemplos acima ¢ apenas uma
aplicacao da relacao de ordem que existe no conjunto dos nimeros reais, que
formalizamos da seguinte forma, dados os ntimeros a,b € R, dizemos que:

e a & maior que b, ou a > b, se (a — b) é um nimero positivo.

e a é maior ou igual a b, ou a > b, se (a — b) é um niimero positivo ou zero.
e a ¢ menor que b, ou a < b, se (a — b) é um nimero negativo.

e a & menor ou igual a b, ou a < b, se (a — b) é um nimero negativo ou zero.

Note que dizer que a é menor que b (a < b) é equivalente a dizer que b é maior
que a (b > a), o que também usamos no nosso dia-a-dia sem maiores problemas.

O conjunto dos nuimeros reais é um exemplo de um conjunto totalmente orde-
nado, com a ordenagio dada por (<) pois, quaisquer z, y, e z € R, satisfazem as
seguintes condicoes:
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e sex <yey<xentao x =y;

e sex <yey<zentao r < z;

o Tricotomia: T <youzr=youzxs>y.

Esta relacao de ordem em R possui as seguintes propriedades.

Proposicao 2.5.1 (Propriedades da relagdo de ordem). Dados x,y,z ew € R
temos que:

1. Sex <yez<wentao x+ 2z <y-+w. De fato,
r+2<y+z e ytz<ytw=zr+z<y+tw. (2.8)
2. 8e0<x<yel<z<wentio < xz<yw. De fato,
rz<yz e zy<wy=xzz<wy. (2.9)
r<y=ort+z<y+z
2>0& 271> 0;
z2>0& —2>0;

z2>0ex <y rz<yz;

N R U

z<0ex <y rz>yz,;

1 1

. 0<r<y=0<—-< —.

Yy
Este conceito de ordem dos nimeros reais nos permite representa-los como
pontos sobre uma reta orientada, chamada reta real, assim como representamos
0s anos em uma reta cronologica, e as temperaturas aparecem em ordem em um

termometro.

| | | | | >
L4

Figura 2.1: Linha do tempo histéria geral
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g >

L a0

®© o

Figura 2.2: Termometros apresentando a temperatura em graus Celsius

Na reta real, o nimero 0 (zero) serve como referéncia, sendo denominado ori-
gem. Os numeros positivos sao representados a direita da origem e os nimeros
negativos a esquerda. Uma vez escolhida uma unidade de medida, exemplo cen-
timetro, o niimero positivo = ¢é representado a exatamente z unidade a direita do
zero e o nlimero —x é representado a exatamente x unidades a esquerda no zero.

—X

o
c@® 0O
XS

-5 -4 -3 -2 -1

Figura 2.3: Reta Real

Na reta real da figura acima intuitivamente observarmos que a distancia dos
pontos —x e z até a origem (zero) é de exatamente trés unidades, esta distancia
de um ponto x da reta real a origem é denominada valor absoluto, ou médulo,
do nimero x, e é representada por |z|. Assim, dizemos que:

e O valor absoluto de —3 é 3, ou seja, |—3| = 3;
e O valor absoluto de 3 é 3, ou seja, |3| = 3;

Generalizando esta ideia temos pela definicao que:

—x se r <0
|| =
z se x>0.

Licenga CC BY-SA-4.0. Contato: reamatQufrgs.br


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
reamat@ufrgs.br

2.5. CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS 21

O valor absoluto ou moédulo de um niimero real conta com as seguintes propri-

dades.

Proposicao 2.5.2 (Propriedades do modulo). Para quaisquer z,y € R, sdo vdli-
das as sequintes propriedades:

1.

S v v

jz| > 0;

|z] =0 2z =0;
x < lz|;

—x < |z;

] = Jal;

|z|> = 22, de fato,

se x> 0, pela definicio do mddulo temos que |z| = = e dai |z|* = 22,

se x < 0, pela defini¢cao do mddulo temos que |x| = —x e dai |x|2 =(—z)*=
2

a2

Portanto, para todo x € R, \x!z =22

|z™| = |z|", se n € par, de fato,

se x > 0, pela definicao do mddulo temos que |x| = x e dai |z|" = a2,

se x < 0, pela defini¢ao do mddulo temos que |x| = —x e daf |z|" = (—x)" =
.

Portanto, para todo x € R, |z|" = ™.
|-yl = [z[ - [yl, de fato,
oyl = (@ y)? =%y = o [y[* = (=] - |y])” - (2.10)
Como |z -y| 20 e |z|-|y| = 0 resulta
-yl = lz| -yl - (2.11)

‘f‘ = B, para y # 0, de fato,
yl 1yl

2 2 9 2 2
z :(f) :x_:ﬁ:(M) (2.12)
y y 2o |yl |y
Como E‘ >0e % > 0 resulta que
Yy
x| |z
- = — . 2.13
vyl lyl (213)
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10. Desigualdade triangular: |z + y| < |z| + |y|, de fato,
se x +y =0, pela definicao de modulo, |z +y| =z +y < |z|+ |yl;
se x+y < 0, pela definicao de mddulo, |x + y| = —(x+y) = —z—y < |z|+|y|.
Logo, para quaisquer x,y € R temos que

lz+y| < x|+ y| . (2.14)

11. |z —y| <|z| +yl|, de fato
Note que v—y = z+(—y), logo |x — y| = |x + (—y)| aplicando a desigualdade
trinagular temos,

[z =yl =z + (=) < [ + [—yl = [z + [yl - (2.15)
12. ||| = |yl| < |z — y|, para mostrar esta desigualdade vamos fazer por partes.

o |z =yl <z —yl,
de fato, pela desigualdade triangular temos que

|2 +y| < |2 + |yl (2.16)
subtraindo |y| a ambos os termos temos,
2 +yl = [yl <[] (2.17)

fazendo v = z + y temos que z = x — y substituindo estes valores na
equacao acima obtemos

lz] = |y| <)z —y| . (2.18)

o [yl =z <[z —yl,
de fato, pela desigualdade triangular temos que

|z + 2| < |z|+ |2 (2.19)
subtraindo |x| a ambos os termos temos,
|z + 2| — |z] < 7| (2.20)

fazendo y = x + z temos que z = y — x substituindo estes valores na
equacao acima obtemos

yl =zl <ly — 2| =z -yl . (2.21)

Portanto,
[zl = [yl = (|| = y]) <z =yl - (2.22)
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Apesar de nossos estudos neste curso ser focado no conjunto dos niimeros re-
ais, neste conjunto numérico nao conseguimos resolver todos os problemas mate-
maticos, em virtude disso, temos por exemplo o conjunto do niimeros complexos,
quatérnios, entre outros, desses mais avancados vamos falar um pouquinho dos ni-
meros complexos pois neste conjunto ¢ possivel calcular raiz quadrada de qualquer
nimero, 0 que Na0 OCOrre NOs reais.

2.6 Conjunto dos nameros Complexos

Para resolver o problema da raiz quadrada de um nimero negativo, criou-se o
nimero imaginario puro ¢, definido por i = v/—1, portanto i = —1, criou-se assim
um nimero ¢ que elevado ao quadrado desse —1. Temos agora como calcular a raiz
quadrada de qualquer nimero real. Definimos a partir deste niimero imaginario o
conjunto dos ntimeros complexos por:

C={a+bi|abeR}, (2.23)

cujas operagoes apresentam algumas particularidades e portanto trataremos delas
mais adiante.

Note que, se tivermos b = 0, estamos com o conjunto dos nimeros reais, por-
tanto R C C. Para fixar a ordem de continéncia destes conjuntos numéricos,
observemos o diagrama de Venn abaixo.

Figura 2.4: Representacao conjuntos numeéricos

2.7 Subconjuntos numeéricos e suas representacoes

Intervalos numeéricos limitados
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Intervalo aberto: Ja,b[={z € R|a <z < b};

a b
O Q

Intervalo fechado: [a,b] = {xr e R | a <z < b};

a b
O @)

Intervalo aberto a direita e fechado & esquerda: [a,b]={x € R| a <z < b};

a b
@ O

Intervalo aberto & esquerda e fechado a direita: |a,b] = {x € R | a < x < b}.

a b
O o

Intervalos numeéricos ilimitados

e Conjunto dos nimeros reais maiores que a: [a,+oo[={z € R | a < z}

a
O o

Conjunto dos nimeros reais maiores ou iguais a a: [a, +oo[={r € R |a < z}

a
o >
e Conjunto dos nimeros reais menores que b: | —o0o,b| ={z € R | x < b}
b
~ O

Conjunto dos niimeros reais menores ou iguais a b: |—o0,b] = {x € R | 2 < b}

b
- ®
e Conjunto dos numeros reais: | — oo, +oo[= R
- : >
-3 -2 -1 0 1 2 3
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Outros subconjuntos dos niimeros reais

e Conjunto dos nimeros reais nao-nulos: R* = {z € R | z # 0};
- - >
-3 -2 -1 0 1 2 3
e Conjunto dos nimeros reais ndo-negativos: Ry ={z € R |z > 0};
o >
3 2 1 0 1 2 3
e Conjunto dos ntimeros reais positivos: R% = {z € R | z > 0};
Q >
-3 ) -1 0 1 2 3
e Conjunto dos niimeros reais nao-positivos: R_ = {z € R | z < 0};
—<3 -2 -1 % 1 2 3
e Conjunto dos nimeros reais negativos: R* = {z € R | z < 0}.

- )
-3 -2 -1 0

2.8 Operacoes com conjuntos numéricos

Vamos agora apresentar alguns exemplos de como aplicar as operagoes de uniao,
intersecao, diferenca e produto cartesiano entre conjuntos no contexto de subcon-
juntos dos nimeros reais. A atencgao especial a este tipo de conjunto se deve a
extensa utilizacao destas operacoes para determinar o conjunto solucao de equa-
¢ao e inequacgoes, bem como para determinar o dominio de algumas funcoes, temas
centrais deste curso.

e Caso a < b < c<dtemos que |a,b] U[c,d| pode ser representado por:

o o , [a:0]

v v T T Ll

I I I I

! g & led

1 1 T T d

I I I I

é é ¢ ¢ 0 b U [e, d]
al b' c! d'
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e Caso a < ¢ < b < d temos que [a,b] U [c,d] = [a,d] pode ser representado
por:

2@ O  [a,b]
M R i
1 lc 1 ld I [C, d]
] T ] T =
‘ — oy [60Uled = [ad
a' c' b d

e Caso a < ¢ < d < b temos que [a,b] U [c,d] = [a,b] pode ser representado
por:

jJ)
o

0.1

Jle.dl

-={--9

: : : : la,b] U [¢,d] = [a,b]

o
o
Q

o

e Caso a < b < ¢ < d temos que ]a, b[U]c, d| pode ser representado por:

a b Jo, b
= — —
T
é '! '! '! Ja, b{Ule, d[
a' b' c' d

e Caso a < ¢ < b < d temos que |a,b[U|c, d[=]a, d[ pode ser representado por:

o

la, o]

: >
éd ylodl
I

: la, b[Ue, d[=]a, d[
o

& ----9,
2 Q- O —

cb----9

e Caso a < ¢ < d < b temos que |a, b[U]c, d[=]a, b] pode ser representado por:
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j))

b Jladl

Jle.d

- |- -4

%d

!d : la, b[Ue, d[=]a, b]
T

¢----9
2o - Q- — -

e Caso a < b < ¢ <dtemos que [a,b] N[c,d] = () pode ser representado por:

a b [a‘ b]

1
L M ed]
> >

: : : : l[a,b]N[e,d] =0

u - ) [ b]
; >

1
K led

: : : : [a,b]N e, d] = [c,b]

e Caso a < ¢ < d < b temos que [a,b] N [c,d] = [c,d] pode ser representado
por:

2 b ab]

ycdl

: : : : [a,b]N e, d] = [e,d]

e Caso a < b < ¢ < dtemos que |a,b[N]c, d[= 0 pode ser representado por:
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o P — et

1 1 IC Id ]c d[

I — o—»

; '! '! '! Ja, b[e, d[= 0
a' b c d'

e Caso a < ¢ < b < d temos que |a,b[N|c, d[=]c, b] pode ser representado por:

- QL

i

y pledl

1

: : Ja, b[N]e, d[=]e, b]
b d

----9

a
\ 4
1
1
T
1
&

2O - 0= - -

e Caso a < ¢ < d < b temos que |a, b[N]c, d[=]c, d[ pode ser representado por:

& . L

| \c d REX

1 1 -

. o ooy labiled=led
a' c' d' b'

e Considere agora o conjunto A = [1,00[x[2,4[, que é também representado
da seguinte forma:

A={(z,y) eR*|1<re2<y<4} (2.24)

%
Y
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e Considere agora o conjunto B = [1,4[x[3, 5[, que é também representado da
seguinte forma:

B={(z,y) eR*|1<w<4e3<y<5} (2.25)

e Considerando agora os seguintes conjuntos A e B:
A={(z,y) eR*|1<re2<y<4} (2.26)

B={(r,y) eR*|1<2<4e3<y<5} (2.27)

temos que:

— AN B é representado graficamente por:
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— AU B é representado graficamente por:

i
I
i
6 i
i
i
|
——————————— 5§ == O o oo e () - - - oo
|
——————————— e L e e

.
I
|

3 ®
‘
I

o

o
i
i
1 i
|
i
:

-2 10 2 3 4 5 6 7 8

'
-1 '
I
I

2.9 Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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Capitulo 3
Divisibilidade

Dados dois ntimeros a,b € Z, com b # 0 calculamos a divisao de a por b como
mostra a figura abaixo:

Figura 3.1: Representacao conjuntos numéricos

logo, dados a,b € Z existem ¢,r € Z tais que a = bq + r.

Um ntmero inteiro a é divisivel por um ntmero inteiro b, se a divisao
de a por b tem resto r = 0.

Exemplo 3.0.1. e Todo niumero par € divisivel por 2.
e Todo niumero terminado em 0 ou 5 € divisivel por 5.

e Todo nimero divisivel por 2 e 3 € também divisivel por 6.

Um ntmero a € N diferente de 0 e de 1 é primo se for divisivel apenas
por 1 e por ele mesmo.

31



32 Pré-calculo

Exemplo 3.0.2. Primos: {2,3,5,7,11,13,...}

Teorema 3.0.1 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo nimero a € N
diferente de 0 e de 1 possui uma decomposi¢ao unica em numeros primos, em
outras palavras, pode ser escrito como produto de niumeros primos.

Definicao 3.0.1. Um numero a € N diferente de 0 e de 1 cuja decomposi¢cao em
primos possui numeros diferentes de a € chamado de ntimero composto. Neste
caso, 1 e a nao sao os unicos divisores de a.

Exemplo 3.0.3. De nimeros compostos e suas fatoragoes em niumeros primos:

25 =
12 =
15 =
24 =

N Ot DN Ot
w

(
(
(
(

W W W W
~— N e N

1
2
3
4

N W N Ot
[\
w

Para ilustrar o algoritmo utilizado na fatoragao dos niimeros naturais iremos
utiliza-lo para fatorar os niimeros acima.
Numeros a ser fatorado | Numeros primos em ordem crescente

25 3
d d
1 = 9.0
12 2 15 3 24 2
6 2 5 5 12 2
3 3 1 | =35 6 2
1 |—=223 3 3
112223

Observacao 1. Um nimero natural sempre é divisivel por todos os seus fatores
primos e também pelos produtos de seus fatores primos.

Exemplo 3.0.4. Como 12 =2-2 -3, temos que seus divisores sao:
D(12) = {1,2,3,4,6,12}. (3.5)
Como 24 =2-2-2-3, temos que seus divisores sao:
D(24) = {1,2,3,4,6,8,12,24}. (3.6)
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3.1. MDC E MMC 33

3.1 MDC e MMC

MDC - maximo divisor comum Dados dois ntimeros a,b € N, o
méximo divisor comum entre eles, ¢ o maior nimero natural que divide a
e b. Se MDC(a, b) = 1 entdo a e b sdo primos entre si.

MMC - minimo miltiplo comum Dados dois nimeros a,b € N, o
minimo multiplo comum entre eles, ¢ o0 menor nimero natural divisivel
por a e b. Se a e b sdo primos entre si entdo MMC(a, b) = ab.

Exemplo 3.1.1.

MDC(12,24) = 12
MMC(12,24) = 24

O calculo do MMC entre dois niimeros pode ser feito rapidamente com auxilio
de seguinte algoritmo, que apresentaremos através de exemplos:

Exemplo 3.1.2. o) MMC(12, 24):

12,24 | 2

6,12 | 2

3,6 | 2 MMC(12,24) = 2.2.2.3 = 24. Neste caso observe que 24= 2.12.
3,8 |38

1, 1

b) MMC(9, 10):

9, 10

9,5

3,5

1, 5

1, 1
possuem nenhum divisor comum, nesta situacao dizemos que eles sao primos
entre si.

2
3
3 MMC(9,10) = 2.3.3.5 = 90 = 9.10. Neste caso como 9 e 10 nao
5

c) MMC(12, 20):
12, 20
6, 10
3,5
1, 5
1, 1
que calcular o MMC serd uma vantagem, pois o MMC é menor que o produto
dos dois niumeros.

MMC(12,20) = 2.2.3.5 = 60 < 12.20 = 240. FEste é um caso em

Gr Lo 9
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d) MMC(7, 15):

7,15 | 3

7,5 |5 .
vl MMC(7,15) = 3.5.7 = 105. Observe que neste caso o nimero 7
1, 1

€ primo, e o numero 15 nao € um multiplo de 7, sempre que esta situacoes
ocorrer o MMC entre os nimeros serd o produto deles.

3.2 Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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Capitulo 4

Operacoes numéricas

Antes de tratar das operacdes numéricas e algébricas, vale ressaltar que quando
estamos resolvendo uma expressao numeérica ou uma expressao algébrica temos
varios céalculos para serem feitos sucessivamente, e para tal precisamos obedecer
uma ordem de prioridades que é a seguinte:

Resolva em: Priorize calculos em:

e 1° lugar: raizes e poténcias; e 192 lugar: parénteses ( );
e 29 lugar: multiplicacao e divisao; e 29 lugar: colchetes [ |;
e 32 lugar: adicdo e subtracao. e 39 lugar: chaves { }.

4.1 Operacoes em N

No conjunto dos niimeros naturais, que vamos considerar aqui que contém o 0
(zero) temos bem definida a operacao de soma de dois elementos deste conjunto,
pois dados z, y € N temos que existe z € N tal que v +y = 2, e que y + = = 2.
Por exemplo, 24+ 3 = 5 = 3 + 2. Sugestao ao leitor: pense em outros exemplos
NUMETLCOoS.

Neste conjunto temos um elemento neutro com relacao a operacao de soma que
¢ 0 0 (zero), pois dado x € N, temos que x + 0 =2z =0+ z.

Mas um fato bem importante com relagao a operacao de soma em N é que
neste conjunto os elementos nao possuem inverso com relacao a soma, pois dado
x € N nao existe y € N tal que z + y = 0. Por exemplo, dado 3 € N nao existe
y € N tal que 3+ y = 0. E ainda a “operacao de subtragao” também nao esti
definida neste conjunto pois, (4) — (6) = —2 e —2 ¢ N.

No conjunto dos niimeros naturais, temos bem definida também a operacao de
multiplicagao de dois elementos deste conjunto, pois dados z, y € N temos que
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existe z € N tal que x -y = 2z, e que y - * = 2. Por exemplo, 2-3 =6 = 3 - 2.
Sugestao ao leitor: pense em outros exemplos numéricos.

Neste conjunto temos um elemento neutro com relacao a operacao de multipli-
cagdo que é o 1 (um), também chamado de unidade, pois dado x € N, temos que
r-l=xz=1-x.

Mas um fato bem importante com relacao a operacao de multiplicacdao em N é
que neste conjunto os elementos nao possuem inverso com relacao a multiplicacao,
pois dado x € N nao existe y € N tal que z -y = 1. Por exemplo, dado 3 € N nao
existe y € N tal que 3-y = 1. Além disso a “operagao de divisao” também nao
esta definida neste conjunto pois, (1) = (2) =0,5¢e 0,5 ¢ N.

Portanto em N as operagoes de adi¢cdo (+) e multiplicacdo (-) possuem as
seguintes propriedades:

Soma (+):
1) Fechamento: dados z,y € N temos que z +y € N;

2) Associativo: dados z,y,z € N temos que (z +y) + 2 =z + (y + 2);

3) Elemento neutro: existe um elemento 0 € N tal que z +0 = 0 + = = x, para
qualquer =z € N;

4) Comutatividade: dados z,y € N temos que z +y =y + x.
Multiplicacdo (-):

1) Fechamento: dados z,y € N temos que z -y € N;

2) Associativo: dados z,y,z € N temos que (z-y)-z=z-(y- 2);

3) Elemento neutro: existe um elemento 1 € N tal que x -1 = 1.2 = z, para
qualquer z € N;

4) Comutatividade: dados z,y € N temos que -y =y - .
Leis distributivas: Va,y,z € N

)z-(y+z)=z-y+z-z

2) (x+y)-z=0-2+y- 2
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4.2 Operacgoes em Z

Ao operar neste conjunto numérico precisamos lidar com os niimeros negativos
e para isso precisamos dominar os jogos de sinais envolvidos nestas operagoes,
entao vamos ver alguns exemplos de operacoes neste conjunto para entender como
lidar com os niimeros negativos.

Adicao de niimeros inteiros

e Na adicao de nimeros inteiros com o mesmo sinal, some 0s nimeros e con-
serve o sinal;

e Na adicao de nameros inteiros com sinais diferentes, subtraia os nimeros e
conserve o sinal do maior.

—_

123 +7 =130
123 -7 =116

o

—123 +7 = —116

[\]
—_ = = ~—

W

—123 - 7= -130

Neste conjunto temos um elemento neutro com relacao a operacao de soma que
é 0 0 (zero), pois dado = € Z, temos que z +0 =2 =0+ z.

Além disso, como no conjunto dos nimeros inteiros temos todos os ntmeros
negativos, entao todo elemento de Z possui um inverso aditivo, ou seja, Vo € Z
existe um elemento —z € Z tal que = + (—z) = 0. Consequentemente, decorre que
neste conjunto a “operacao de subtracao” esta bem definida, ja que dados x,y € Z
existe z € Z tal que z —y = x + (—y) = 2.

Multiplicagao e divisao de niimeros inteiros

e Na multiplicacao e divisao de nimeros inteiros com o mesmo sinal o resultado
é sempre positivo.

e Na multiplicagao e divisao de ntimeros inteiros com o sinais diferentes o
resultado é sempre negativo.

1) 820 = 160 4) (—8) - (—20) = 160
2) 8- (—20) = —160 5) 45+5=09
3) —8-20 = —160 6) 45+ (—5) = -9
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7) (—45) +5=—9 8) (—45) = (=5) =9

Neste conjunto temos um elemento neutro com relacao a operacao de multipli-
cagdo que é o 1 (um), também chamado de unidade, pois dado = € Z, temos que
r-1l=z=1-x.

Mas um fato bem importante com relagao a operagao de multiplicacao em 7Z é
que neste conjunto os elementos nao possuem inverso com relacao a multiplicagao,
pois dado x € Z nao existe y € Z tal que x -y = 1. Por exemplo, dado 3 € Z nao
existe y € Z tal que 3-y = 1. Além disso a “operacdo de divisao” também nao
estd definida neste conjunto pois, (1) = (2) =0,5¢ 0,5 ¢ Z.

Portanto em Z as operagoes de soma (+) e multiplicacdo (-) possuem as se-
guintes propriedades:
Soma (+):

1) Fechamento: dados z,y € Z temos que x + y € Z;
2) Associativo: dados z,y,z € Z temos que (z +y) +2z =z + (y + 2);

3) Elemento neutro: existe um elemento 0 € Z tal que z +0 = 0 + = = x, para
qualquer x € Z;

4) Elemento inverso: dado = € Z qualquer, existe um elemento —x € 7Z tal que
z+ (—x) = 0;

5) Comutatividade: dados z,y € Z temos que z +y =y + «.
Multiplicacao (-):

1) Fechamento: dados z,y € Z temos que x - y € Z;

2) Associativo: dados z,y,z € Z temos que (x-y)-z=x-(y- 2);

3) Elemento neutro: existe um elemento 1 € Z tal que -1 = 1-x = z, para
qualquer z € Z;

4) Comutatividade: dados z,y € Z temos que z -y =y - z.
Leis distributivas: Va,y,z € Z

)z (y+z2)=z-y+x-z

2) (z+y)-z=x-2+y-2.

Como a operacao de soma em Z satisfaz as condicoes de 1 a 4 acima decorre
que (Z,+) é um grupo aditivo, e por satisfazer a propriedade 5 dizemos que este
grupo é abeliano. Como a operagdo de multiplicagdo em Z satisfaz é fechada (1) e
associativa (2) e além disso satisfaz as leis distributivas decorre que Z é um anel.
Por valer a comutatividade da multiplicacao este anel é comutativo.
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4.3 Operacoes em Q

As operagoes no conjunto dos nimeros racionais envolvem em particular as
operacoes com fracoes que possuem algumas particularidades por isso facamos
uma rapida retomada destas operacoes.

Soma: Dados x,y,a,b € Z com a,b # 0 temos:

T Yy _rty ot E_'_g:a:b—i-ya
a a a a b ab

Subtracao: Dados z,y,a,b € Z com a,b # 0 temos:

g_a;b—ya
b ab

75 g
- — I = Ou’ -

a
Exemplo 4.3.1. Soma e subtracao de fracoes com mesmo denominador:

Quando os denominadores das fracoes sao iguais, mantemos o denominador e
operamos 0s numeradores.

(4.1)

s_L_s=1_2 (4.2)

Exemplo 4.3.2. Soma e subtracao de fracoes com denominadores dife-
rentes:

Quando os denominadores das fracoes sao diferentes podemos simplesmente
multiplicar os denominadores ou calcular o minimo mailtiplo comum entre eles
(MMC), a vantagem da sequnda op¢ao é que o MMC' é menor ou igual ao produto,
como podemos ver no exemplo:

2,3 _10-244-3 2041232 4 43
410 4-10 40 40 5 '
2 3 10-2—4-3 20-—12 8 1
4 10 4-10 40 40 5

Observamos que o MMC(4,10) = 20, assim,
2 3 5-242-3 10+6 16 4
4+1O 20 20 20 5 (45)
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3

2 1
- — = = —=_. 4.
4 10 20 20 20 5 (4.6)
Multiplicagao: Dados a,b,c,d € Z com b, d # 0 temos:
a € _ a-c (47)

b d b-d

Exemplo 4.3.3. Multiplicacao de fracao: na multiplicacio devemos multipli-
car numerador por numerador e denominador por denominador.

2 6 26 12

.= == 4.8

3 4 3-4 12 (48)
5 25 10
2. == 4.9
3= "3 (4.9)

Divisao: Dados a,b,c,d € Z com b, c,d # 0 temos:

a

c a d
- 2.z 4.10

b d b c ( )

Exemplo 4.3.4. Divisao de fracao: na divisio conservamos a primeira fra¢ao

e multiplicamos pelo inverso da segunda.

2 1 2 6 2- 12

3 6 3 1 3-1 3
4 4 3 12
A2 3_12_ 412
3127 )

Como visto anteriormente existe uma copia do conjunto dos ntimeros inteiros
dentro do conjunto dos ntimeros racionais, portanto todas as operacoes de soma
e multiplicacao dos numeros inteiros funcionam da mesma forma no conjunto dos
racionais, portanto o jogo de sinais para soma e multiplicacdo nos racionais sao
iguais aos jogos de sinais nos inteiros, por isso nao iremos detalhar aqui. Mas vale
chamar atencao para alguns detalhes do conjunto Q.

Neste conjunto temos um elemento neutro com relagao a operacao de soma que
é 0 0 (zero), pois dado = € Q, temos que z +0 =2 =0+ z.

Além disso, como no conjunto dos nimeros racionais temos todos os nimeros
negativos, entao todo elemento de Q possui um inverso aditivo, ou seja, Vx € Q
existe um elemento —z € Q tal que x+ (—z) = 0. Consequentemente, decorre que
neste conjunto a “operacao de subtracao” esta bem definida, ja que dados z,y € Q
existe z € Q tal que x —y =z + (—y) = 2.
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Neste conjunto temos um elemento neutro com relacao a operacao de multipli-
cagao que ¢ o 1 (um), também chamado de unidade, pois dado = € Q, temos que
r-l=x=1-x.

Além disso, com relacdo a operacao de multiplicacao em Q, vale obervar que
neste conjunto os elementos diferentes de 0 (zero) possuem inverso com relagao a

multiplicagao, pois dado = # 0 € Q existe 27! = 1 € Q tal que - 2~' = 1. Por

exemplo, dado 3 € Q existe 371 = % € Q tal que 3 - % = 1. Portanto a “operacao

de divisao” esta definida neste conjunto.

Portanto em Q as operagdes de soma (+) e multiplicacao (-) possuem as se-
guintes propriedades:
Soma (+):

1) Fechamento: dados z,y € Q temos que x +y € Q;
2) Associativo: dados x,y,z € Q temos que (x +y) + 2z =z + (y + 2);

3) Elemento neutro: existe um elemento 0 € Q tal que x + 0 = 0 4+ 2 = x, para
qualquer z € Q;

4) Elemento inverso: dado x € Q qualquer, existe um elemento —z € Q tal que
z+ (—x) = 0;

5) Comutatividade: dados z,y € Q temos que = +y =y + .
Multiplicacao (-):

1) Fechamento: dados z,y € Q temos que x -y € Q;

2) Associativo: dados z,y,2z € Q temos que (z-y)-z=x-(y- 2);

3) Elemento neutro: existe um elemento 1 € Q tal que -1 = 1.2 = z, para
qualquer = € Q;

4) Elemento inverso: dado =z € Q qualquer, existe um elemento x~! € Q tal que
-1
r-x =1

5) Comutatividade: dados z,y € Q temos que z -y =y - .
Leis distributivas: Vz,y,z € Q
) az-(y+2)=z-y+zx-z

2) (x4y)-z=x-24+y-2.
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Como a operacao de soma em ( satisfaz as condicoes de 1 a 4 acima decorre
que (Q,+) é um grupo aditivo, e por satisfazer a propriedade 5 dizemos que
este grupo é abeliano. Analogamente, como a operacao de multiplicacao em Q
satisfaz as propriedades de 1 a 4 decorre que (Q,-) é um grupo multiplicativo, e
por satisfazer a propriedade 5 é um grupo abeliano. Além disso, como a operagao
de multiplicagdo em Q é fechada (1) e associativa (2) e além disso satisfaz as leis
distributivas decorre que Q é um anel.

Além disso, Q com as operagoes de soma e multiplicacao, como definidas é tam-
bém um corpo. Vale aqui observar que todo conjunto com duas operagoes, soma e
multiplicacao, bem definidas, satisfazendo as propriedade de 1 a 5 respectivamente,
e as leis de distributividade sao denominados corpos.

4.4 Operacoesem Il e R

Para finalizar, lembramos que h& uma coépia dos niimeros racionais dentro do
conjunto dos numeros reais, portanto todas as propriedades das operagoes em Q
continuam véalidas para estes numeros dentro de R. Assim, para compreendermos
como funcionam as operagoes em R = Q U I precisamos aprender a operar em
[. As operacgoes entre nimeros irracionais que sao raizes de alguma ordem de
outros nimeros serao discutidas no préoximo capitulo, as operagoes entre nimeros
irracionais como por exemplo 7+ e, costumamos deixar indicadas, por este motivo
nao precisamos detalhar este caso.

Mas destacamos que em R as operagoes de soma (adigao) (+) e multiplicagao
(1) possuem as seguintes propriedades:

Soma (adi¢ao) (+):

1) Fechamento: dados z,y € R temos que z +y € R;
2) Associativo: dados z,y,z € R temos que (z +y) + 2 =z + (y + 2);

3) Elemento neutro: existe um elemento 0 € R tal que z +0 = 0 + = = x, para
qualquer = € R;

4) Elemento inverso: dado x € R qualquer, existe um elemento —z € Q tal que
z+ (—z) = 0;

5) Comutatividade: dados z,y € R temos que x +y =y + x.
Multiplicacdo (-):
1) Fechamento: dados z,y € R temos que z -y € R;

2) Associativo: dados z,y,z € R temos que (z-y) -z =1z (y- 2);
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3) Elemento neutro: existe um elemento 1 € R tal que x-1 = 1.2 = z, para
qualquer = € R;

4) Elemento inverso: dado z € R qualquer, existe um elemento = € R tal que
~1
r-x =1,

5) Comutatividade: dados z,y € R temos que x -y =y - .
Leis distributivas: Va,y,z € R

Do (y+z)=a-yta 2

2) (x4y) z=x-24+y-2

Quando um conjunto tem duas operacoes satisfazendo as propriedades acima
ele costuma ser chamado de corpo. Portanto, R é um corpo. Este e outros corpos
sao utilizados em disciplinas como Algebra Linear.

S6 por curiosidade, um outro exemplo de corpo é o conjunto Zy, = {0,1}, no
qual definimos 1+1 = 0, pois neste conjunto as operacoes de adicao e multiplicacao
satisfazem todas as propriedades mencionadas anteriormente.

As operacoes de soma e produto no conjunto dos nimeros reais satisfazem
também a:

e Lei do cancelamento: Para todos x,y,z € R temos que

rT+z=y+z = z=y. (4.13)

e Anulamento do produto: Para todos x,y € R temos que

r-y=0&x=0 ou y=0. (4.14)

4.5 Exerciclos

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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Capitulo 5

Potenciacao

5.1 Poténcia com expoente natural

Dados dois niimeros a € R e b € N, com b > 0, definimos:

a®=g-a----- a. (5.1)

Dizemos que a é a base da poténcia e b o expoente. Lé-se: a elevado a b.

Exemplo 5.1.1. Observe que neste caso o expoente € um numero natural, e por-
tanto positivo, como por exemplo:

a) 22=2.2.2=8;

b) =23 =—(2-2.2) = -8

¢c) (—2)°=(-2)-(-2) - (=2) = =8;
d) 20=2.2.2.2=16;

e) —24=—(2-2-2-2) = —16;

—73) . <—TS) _ (=3 -4<'—43'>4- (-3) _ —617;

44
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2 \* 2 \* 24 16
] 4 _ _ = _ = _ = _— = :
3 (0,02)7 = (100) (102> <108> (100000000) 0, 00000016,

7 7 7

]{,‘ —_— = = -
/ 10° ~ 10.10-10 _ 1000 _ 007,
7 7.7-7 343
PR — =" —34.5:
Y 10 10 o~ o
7\° 7 343
— ) = =" =0,343.
m) (10> 10° ~ 1000

Por enquanto temos definido somente poténcia com expoente sendo um niimero

natural maior que zero. Definiremos poténcias com outros expoentes fazendo-as
recair neste caso.

5.2 Poténcia com expoente inteiro

Dados dois nimeros ¢ € R e b € Z definimos:

a=a-a----- a, para b > 0, esta situagao esta inclusa no caso anterior ;
b vezes
(5.2)
a’ =1paraa#0; (5.3)
1 1 1

ab——b—— ------- —, parab>0ea#0. (5.4)

a a a a

—_——

b vezes

Exemplo 5.2.1. Vejamos agora alguns exemplos em que o expoente é um niumero

inteiro negativo. 0s casos em que o expoente € um numero inteiro positivo foram
exemplificados anteriormente.

1 1
-1 _ — .
@) 27 =5 =y
1 1
b 2_3:—:—
) 23 87
1 2
c) 3_2:3 :3 3:97
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1\* 1111 1 -1
6) _8_4: — —_ = — | — ¢ — ¢ — . — — — — ;.
8 8 8 8 8 4096 4096
i (2 /22\? 22 22 484 121
22 ~\8/) 8 8 64 16’

(2= () () ()

22 272 1 1 1 11
h) L L . (025
T T 0 ZE 10 10 40 77
2 2 1 2 102
_Z. — 2.2 = 2.100 = 200;
/ 102 1 102 1 1 ’
1 1 1 10000 400
) (0,35)72 = - = = =—
D085 = G35 = 01225~ 2B T 1225 | 9

Note que em todos os exemplos acima o que fizemos foi “inverter” a fracao,
e com isso deixamos os expoentes positivos, e entao basta aplicar a definicao de
poténcia para o caso do expoente ser um niimero natural.

Dados a,b € R, m,n € N*, decorrem diretamente da definicao de poténcia as
seguintes propriedades:

P1) a™-a" = a™"

a”-d"=g-a---a-a-a---a= g-a---aq =a""" (5.5)
—_— —— ——
m~ termos n- termos (m+n)- termos

(@"=ag"-am---a"=g-a---a-g-a---aq---ag-a---a=gqag-a--aq =a""
——— N — —
n- termos - termos m- termos m- termos} (mn)— termos
VT
n- termos
(5.6)

P3) (a-b)"=a™-b"
(a-b)":(a-b)-(a-b)---(a-b):(a-a--~a)~(b-b---blza”-bn (5.7)

. J . s\
~~ ~~ -~

n- termos n- termos n- termos

P4) (%)n = a—n, para b # 0;

b
n- termos
—— n
(2)": (2) : (9)(2) _eaa
b b/ \p b,  b-b---b b
n- tg;mos n- termos
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P5) a™ =+ a™ = a™ ™, para a # 0;

m- termos

a.a...a
a"+a"'=—=——"—=a"" (5.8)

a” a-a---aq

——

n- termos

Para justificar esta tltima passagem precisamos analisar 3 casos separada-
mente, facamos isso:

~ ) a™ a™
Caso 1: Se m = n entao a™ = ™ al por um lado teremos que — = — =1
g, a a
e por outro lado — = — = a™™ = 4’ donde obtemos que a’ = 1.
a a

Caso 2: Se m > n entao m —n > 0 e também temos que,

m- termos n- termos (m—n)— termos n- termos
m P [P —— —A e (m—n)- termos
a/ a.a/...a a.a/...a. a.a...a a/.a...a/ A\ men
_— = = — s a-a---a :1.a.a...a = q
a/n a-a---aq a-a---aq a-a---a A/—/
— — S——— (m—n)- termos

n- termos n- termos n- termos

Caso 3: Se m < n entdo m —n < 0 e também temos que,

m- termos m- termos
m —— ——
CI/ a/.a/...a aaa.aaa
am a-a---a a-a---a- a-a---aq
N—— —_—— Y=
n- termos m- termos  (n—m)- termos
m- termos
a-a---a 1 1 1 —(n—m) —n
a-a---a a-a---a a-a---a qn—m
N—— N—— N——
m- termos  (n—m)- termos (n—m)- termos
1
P6) a " = —» bara (a #0);
0
_ _ a 1
a"=a""=—=—. (5.9)
n

P7) (g)in = (g)n, para a # 0 e b # 0;

(2)":ﬂ:a—n.bin:i.bn:b_n:@)n. (5.10)

b am™ am™ a
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Aqui é importante observar que:
A0° at =a,Va eR a®=1,Ya eR 1=1,YVa eR

Exemplo 5.2.2. Vejamos agora alguns exemplos de aplicacao direta das proprie-
dades de poténcia dadas acima.

P P=7-7-(7T-7-7)=1"3 =75
P2) (Y= (- ("M =(7-7-7-7)-(7T-7-7-7)=T** =T
P3) (7-10)° = (7-10)-(7-10)-(7-10)-(7-10)-(7-10) = (7-7-7-7-7)-(10-10-10-10-10) =

75 . 1057.
13 13 13 13 13 13-13-13-13 134
Pj) o=y (=222 = ==
9 9 9 9 9-9-9-9 9
1003 33 o_
P5) Caso 1: 1008 = = 100" = 100" = 1;
4 70
Caso 2: 4269 = 4870769 — 481 — 48:
10% 7 5 _ 1
Caso 3: G =10"""=10" 103,
P 1 -3 _ _— .
6) 10 105’

 (5) -(5)"
5.3 Raizes

Dados um ntmero real a > 0 e um ntimero natural n, existe um nimero
real positivo ou nulo b tal que 0™ = a. O ntimero real b é chamado de raiz
enézima de a, ou raiz de ordem n de a e indicaremos por /a.

Observagao 2. Da defini¢ao decorre que (Va)™ = a.

Observacao 3. Note que de acordo com a definicao dada /36 = 6 e nao v/36 =
+6.

Observacao 4. Muita atencao ao calcular a raiz quadrada de um quadrado per-
feito:
Va? =|al . (5.11)
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Sea,be R, meZ, ne N epe N entao valem as seguintes propriedades:
R1) Vam = "Yam;
R2) Va-b= {/a- Vb,

R3) ¢f%—Va
b b

R4) (v/a)" = Vam:
R5) ¢/¥a= "¥/a.

Exemplo 5.3.1. Vejamos agora alguns exemplos de aplicacao direta das proprie-
dades de raizes dadas acima.

R1) VT3 = W13
RZ) V38'5:\3/§'\3/5;

, para b # 0;

R3) | 25 \/—

Ry) (V7)" = /7T
R5) /729 = /729 = v/36.

5.4 Poténcia com expoente racional

A radiciacao pode ser entendida como uma poténcia com expoente racional, a
partir da seguinte definicao.

Dados dois nimeros a € R} e ™ € Q (m € Z e n € N*), definimos:

an = am, para — S 0; (5.12)

m 1 1 m
a n=—5 , para — > 0. 5.13
= (5.13)

Entendida a radiciacao como poténcia sao validas aqui todas as propriedades
de poténcia com expoente inteiro listadas anteriormente.

Exemplo 5.4.1. Vejamos agora alguns exemplos de poténcia com expoente sendo
um nimero racional (b € Q):
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1 11
d 9_7:—:—:—7
) 97 9z 9 3
1 1
g (D202 [(9) B s,
9 4 V\4) va 2
2 1
f)§:2-§:2-32:2-9:18;

5.5 Poténcia com expoente irracional

Dados um niimero real a > 0 e um ntmero irracional «, podemos construir
por meio de aproximacoes sucessivas de poténcias de a com expoente racional, um
unico numero real positivo a® que é poténcia de base a e expoente irracional a.

Esse método é decorre do fato que um nimero irracional pode ser aproximado
por falta ou por excesso por sequéncias de numeros racionais, e poténcias com
expoentes racionais estao bem definidas, entao podemos utilizar estes dois fatos e
definir poténcias com expoente irracionais que satifazem todas as propriedades de
poténcias ja descritas. Vejamos um exemplo:

Exemplo 5.5.1. Consideremos o nimero irracional v/2 = 1,414213562. ... Ob-
serve que podemos aprozimar /2 por falta ou por excesso pelos sequintes nimeros
TaCIONALS:

por falta: PoOT €rcesso:
1 =1 2 = 2
14 1
L4 = 35 1,5 = %
141 142
1414 1415
14142 1414
1,4142 = ——— 1,4143 = —3
1000 1000
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Assim podemos definir o valor de 13v2 por aproximacao por falta ou por excesso
de poténcias de base 13, da sequinte forma:
por falta:

13t = 131 =13
134 = 13% = 36, 267756667

1394 = 1310 = 37,210039132

1414

138044 = 13100 = 37,59377174
1344142 = 13%60 = 37,613061911

por exrcesso:

132= 13?2= 169
135 = 131 = 46, 872166581

13142 = 13% = 38, 176803296

1415

135415 — 13700 = 37,69032163
1354143 — 1370000 = 37, 622710708

Portanto 13V2 ~ 37, 6.
Se a = 0 e « é irracional e positivo, definimos 0% = 0.
Observacao 5. Se a = 1 entao 1 = 1, Va irracional.

Observacao 6. Se a < 0 e « é irracional e positivo entao o simbolo a® nao tem
significado.

Observagao 7. Se « é irracional e negativo (a < 0) entdo 0% nao tem significado.

Observacao 8. Para as poténcias de expoente irracional sao validas as proprie-
dades de poténcias com expoente racional.

5.6 Poténcia com expoente real
Considerando que ja foram definidas anteriormente as poténcias de base a € R’
e expoente b (b racional ou irracional) entdo ja estd definida a poténcia a” com

aERiebeR.

Observacao 9. Toda poténcia de base real e positiva e expoente real ¢ um ntimero
real positivo.

a>0=a">0. (5.14)
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Se a,b € RY, m,n € R, entao valem as seguintes propriedades:
P1) a™-a" = a™t"
P2) a™ +a"™ = a™ ™, para a # 0;
P3) ()" = a""
P4) (a-b)"=a™-b"
P5) (%)n = ‘;—L, para b # 0;

P6) a™" = ain, para (a # 0);

P7) (%)% = (S)n, para a # 0 e b # 0;

5.7 Exercicios

E 5.7.1. Calcule as seguintes poténcias:

21 i) 167

" ) (3)

)
)
)
d) (—4)3 k) (m)°
)
)

h) (72 +5%)2 n) (‘%)4

E 5.7.2. Com base nas propriedades de poténcia classifique as afirmacoes em
V (verdadeiro) ou F (falso):
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a) () 137-13° =138 D o
HO)l=) =(=

-0
O @)= DO
d) () (500 - 3)® = 500° - 3° 47
e) () (T?+6%)2=T7"+6° k) () <7jb5> - 741'0(?5
f) () (122-6%)? =12*.6°

S D) () (@) =1

5 5

g)()<§> T3t ) o

L1 3 )
h) () (_3> - (_3)5 n) () (37)5 _ gz

E 5.7.3. Use as propriedades de poténcia para simplificar as seguintes expres-

soes:
35.53 -1 6-84.86. (23)5
a) | — d) =
37 . 52 3.8°3.87
929 | 931 i ., 1\ -3
) (5) o (11 5%)
6% — (—8)2
) Ty 165 VA

E 5.7.4. Quais das seguintes expressoes sao nimeros reais?

a) V27 g) V-1

b) v—144 h) V25

¢) /16 N

4 VP TV
e) V24 j) VV/—64

f) /=27 k) v—42

E 5.7.5. Por meio de fatoracao e simplificacoes determine o valor das seguintes
raizes:
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V125 g) V729
144 h) (v16)3
169

) i

V1296 A

/54 j) —v25-33

/=8 k) /(=37

-1 1) /400

E 5.7.6. Simplifique as seguintes raizes:

V2354 s/ 1

b\ 2s
3 54 . 3 52
5/ 4 . 2 \/E
7 ~y--
v VA 25
6 25 X 12 22
Y i) (VTP
36 .
k) /22.72.33. 14
(V8)'8 "
1) 53

3 34 21

ﬂ m) A /214

o 2v/3
V3 ) - vE

1

/122 2:/32

3 Y Vm v
2+V3 Vi+2 V52
38 ) o2t Vsr2

E 5.7.8. Simplifique as seguintes expressoes:
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d) V143 . (3v/4+2 V)
257 + /35215

8 4
3+3

e)
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Capitulo 6

Expressoes algébricas

Expressoes algébricas sao expressoes matematicas que envolvem
nimeros, letras e operagoes.

Como por exemplo:

20 =4,

22 +1=0,

#(z+3) =5,

2z 4+ 3y = 17,

x* + 2y + 32 — 4 =52,
14x+8y:3

2 ’

205 43Vt = 6T,

5
br(r+3) —4x(2—2) =T.

Nestas expressoes as letras que aparecem sao chamadas de variaveis, e os
ntmeros que aparecem multiplicando uma letra sao chamados de coeficientes.

As expressoes algébricas sao utilizadas dentre outras coisas, para descrever uma
situacao problema na qual nao conhecemos todos os valores envolvidos, representar
uma foérmula, ou expressar uma equacao. Devido a sua importancia nas exatas
precisamos compreender como se comportam as operacoes presentes nas expressoes
algébricas, em outras palavras, como fazer contas com letras.

56
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6.1 Operagoes algébricas

Adicao e subtracao
Podemos somar somente letras iguais e com mesmo expoente. Como por exem-
plo:

e 2v+1=(2+1)xr = 3x;

o 7?2 — 322 = (1 -3)2? = —22%

20 +y+ 522+ Ty — 3z =52+ (2 = 3)z + (1 + 7)y = bz? — 1o + 8y;

3z +4y —2)=3x+ 3.4y — 3.2 =3z + 12y — 6;

32 =z 3x2 + 2z
* — f+ —=—

4 2 4

Multiplicagao

Na multiplicacao devemos sempre multiplicar coeficiente por coeficiente e letra
por letra. Sendo que no caso das letras serem iguais, devemos manter a letra
e somar seus expoentes, e no caso das letras serem diferentes apenas fazemos a
associacao das duas letras. Como mostram os seguintes exemplos:

2.

o -z =zt =22

o v 7%= =3

-2y = (1-2)zy = 2zy;

o 3z -22%y = (3-2)x' %y = 623y;
1 1 1
o 47t — =42t —x7i= (4 2)z'? = 2%
212 2 2

(z—1)-(z—2)=z(x—-2)—1(x—2)=2>-2r—x+2=12—3r+2.

Divisao

Na divisao devemos sempre dividir coeficiente por coeficiente e letra por letra.
Sendo que no caso das letras serem iguais, devemos manter a letra e subtrair seus
expoentes, e no caso das letras serem diferentes apenas fazemos a associacao das
duas letras. Como mostram os seguintes exemplos:

errx=a"1=2"=1,
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1
e x =g =0"1=";
x
2
02y+x:—y;
4 ¢ B
o4y3+2y2:§-—2:2y32:2y;
Yy
2, .3
rYz" 991-3.32_ ,0,-2.1_ ~
.x2y3z2_x yto20 7t =l Z—E,

(x+3)-(x—1)  z+3
(x—1)-(22+3) 22+3

Potenciacao
Na potenciacao devemos aplicar o expoente ao coeficiente e & incégnita, obe-
decendo as propriedades de poténcia.

o (21)? =22 2% = 4a%;
[ ]

(
o (322)% =33 %3 = 2725,
(

r+1)2=(@+1)-(x+1)=2*+ 22+ 1;

(x—12=(z—1)-(x —1)=2® — 22+ 1;
3¢2\%  3%2a*%2  9a4
(T) T2 16

Radiciacao
Na radiciagao devemos extrair a raiz do coeficiente e da incognita. Observamos

que extrair a raiz da incognita é equivalente a dividir seu expoente pelo indice da
raiz.

[ ] [
5
=~ )
Il I
e
N
ol
I
&
[SIES
Il
8
LN

[ ]
w
oo
8
(=]
I
%
0]
w
8
[«
I
w
[\]
w
w
8
(=)
I
[\]
wlw
8
w|o
I
[\
8
\'l\')
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Fatoracao das expressoes algébricas

A fatoragao das expressoes algébricas, é 0 que nos permite escrever a expressao
como um produto de dois termos, ela ¢ utilizada principalmente na resolucao de
equacoes, para acelerar o processo de resolucao.

Os seguintes casos de fatoracao sao os mais utilizados:

e Fator em comum:
2?4z =x(x+1) (6.1)
42 4+ 6 = 2(22* + 3)
e Agrupamento:

ax +br+ay+by=(a+bzx+(a+by=(a+0b)(z+y) (6.3)

Trindmio quadrado perfeito (+):

(z+y)? = (@+y) (z+y)

= 2 4oy +yr+9° (6.5)
2?4 2zy + 2
e Trinomio quadrado perfeito (-):
(z=y)? = (x-y) (&—y)
= 2?—ay—yr+9°
= 2% —2xy + 3
e Diferenca de dois quadrados:
(r+y) (r—y) =2 —zy+yr —y* =2° — ¢ (6.10)
e Cubo perfeito (+):
(x+y)?° = (@+y)* (x+y) (6.11)
= (P +22y+9°) - (z+y) (6.12)
= 2%+ 32%y + 3wy + 47 (6.13)
e Cubo perfeito (-):
(x-y)?° = (x-y)?* (x-y) (6.14)
= (2 =22y + ) - (z—y) (6.15)
= 2% —32%y +3xy® — o (6.16)
e Diferenca de dois cubos:
o=yt =(r—y) (2" +ay +y7) (6.17)
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6.2 Binotmio de Newton

As expressoes (z + y)? e (z + y)? para z,y € R,podem ser generalizadas para
(x+y)" com n € N, esta generaliza¢do é dada pelo Binomio de Newton, da seguinte
forma:

(z+y)" = i <Z> Aty =y (Z) catyn (6.18)

o = o =3 () e (6.19)
_ Z(Z)-fc”"“(—l)’“y’“ (6.20)
() 6an

Os coeficientes (Z) sao chamados coeficientes binomiais e sao definidos por:

n n!
e .22
(k) kl(n — k)! (6:22)
para n,k € N com k < n.

Vale lembrar que por definicao o fatorial de n é dado por:

nl=n-(n—1)-(n—2)---2-1. (6.23)

6.3 Expressoes algébricas racionais

Expressoes algébricas racionais:

62" 26
E lo 6.3.1. ——
xemplo 27328

6272z 6276 613

_ _ o 13-11 _ o 2 .
3x3x8_3x3+8—3x11_2x = (624
40y 53
E lo 6.3.2. ————
xempro 1223y4a3
L0053 4045 23 4 20 s B 11
rye _yeE 2 Y EZ_l =Y. (6.25)

1223y4x3 12289423 12 23 oyt 23 4 a3
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2 2 5 2 1 2 3 1 2 3
Exemplo 6.3.3. v v (1+227) _ e ;
3 2z T

439> 2\’
Exemplo 6.3.4. ( 5.3 > . <2x2y)

439 2 3_ 4392 23 Cdaty? 1 (6.26)
323 222y )\ 328 23(22)3y3 ) 323826y3  6ady '

2 —4
x4 — 223

Exemplo 6.3.5.

(6.27)

ay' = 6) - () (7' (@'y)
2y 22 2322
2rytz? — 622 2%y
2322 - 2322

2rytz? — 622 + 28y .

I

I4y322
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20y — 1 4
Exemplo 6.3.7. i + ’
22—y x—y
20y — 1 4x 2xy — 1 4x
zy 5+ - g +
-y w—y (x—y)-(z+y) z—y
2zy — 1 4z - (x +y)

_|_
(r—y)-(@+y) (z-y) (z+y)
2xy — 1+ 42 + 4oy
(z—y)-(z+y)
6ry — 1+ 4a®

I

332_92

— 472 4
Exemplo 6.3.8. +
»—ys x—y

—4x? 4 —42? 4
5,3 - 2 T
a3 —yd r—y (v —y) - (@P+ay+y?) x-y

—4x? N 4 (2% + 2y + y?)
(x—y) (@ +ay+y?)  (z—y) (@ +zy+y?)
—4x% + 42° + 4oy + 4y
(z —y)- (2 + 2y +y°)
Aoy +4y*
23 — 43

6.4 Expressoes algébricas modulares

Expressoes modulares:

Exemplo 6.4.1. M
x

Precisamos analisar separadamente o casos em que x < 0 e x > 0, note que
o caso em que x = 0 a expressao nao estd definida, pois nao existe divisao por 0
(zero), por isso nao precisamos nos preocupar com esle caso.

e Caso x >0, temos pela defini¢cao de mddulo que, |x| = x, de modo que

z| _ =
22 6.28
— = (6.28)
e Caso x <0, temos pela defini¢cao de mddulo que, |x| = —x, de modo que
e
i | 6.29
= (6.29)
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Portanto,

|x\_{a::—1, se x <0

T r=1 se z>0.

Exemplo 6.4.2. |—52°|
|=52°| = [=5] - [#°| =5 |2°| (6.30)

Observe que neste caso o expoente de x € um numero impar, e no item sequinte
um ndmero par, por isso temos essa diferenca siutil na resposta.

Exemplo 6.4.3. |—5z|

|=5a*| = |-5] - |zt =5 2* (6.31)
2 2
Exemplo 6.4.4. Y
4dxy3
20| || _ Jel _ el _ el (6.32)
Ayl 1207 207 120 2492
—6 -3
Exemplo 6.4.5. |—62] S
5 2
|—6x| | =3a| _ [=6[-]z] =3[z
5 2 5 12]
_ G-z 3zl
5 2
o 12-f2[ 15|z
10 10
_ 12|z| - 15|
B 10
_ 3l
10

Exemplo 6.4.6. |z — 2| + |z + 4]
Para simplificar esta expressao, primeiro precisamos usar duas vezes a defini-
cao de modulo:

—(r—2 —2)<0 — 2 <2
o — 9] = (r—2), se (x—2) o2 = r+2, se x
r—2, se (r—2)>0 r—2, se x>2
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—(x+4), se (x+4)<0 —r—4, se v<—4
|z + 4| = = |z +4| =
r+4, se (r+4)>0 r+4, se x>-—4
Observe que |x — 2| muda de sinal quando x = 2, e que |r + 4| muda de sinal
quando v =

—4, logo esta soma de mddulos tem uma definicao particular para

cada um dos intervalos (—oo, —4), [—4,2) e [2,00). Para facilitar a compreensao
organizamos na tabela abaizo a soma em cada caso.

Expressao (—o0, —4) [—4,2) [2, 00)
| — 2| —z+2 —z+2 x—2
|z + 4] —r—4 r+4 x+4
v —2|+|e+4] | —o+2—2—4 | —x+24+x+4|z—2+zx+4
Portanto, temos que
—2r—2, se vr<—4
lz—=2|+ |z +4 =06, se —4<zx<?2

20+ 2, se x>2.

6.5 Expressoes algébricas radicais ou irracionais

Vejamos alguns exemplos de expressoes algébricas radicais;

Exemplo 6.5.1. x7 a7 at

s i G o SR (6.33)
2 33
Exemplo 6.5.2. T —f . y%
T Y
5/ 2 3 >/ 2+3 .
VIR VI g VT gt L L W W gy
T Y T T Y Y Y Yy
Exemplo 6.5.3. va° - Jx
V[L‘5 L T = CC% g]% = m% = x% = \(71‘64'6"'5 = \(7'%61.6:[5 = [E2 . Y 1'5 y (635)
Exemplo 6.5.4. \/v/z10
Vl0 = (23)7 = 25 = Vb = Vad 22 = aV/a? ; (6.36)
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Exemplo 6.5.5. (v +2) - (/z —2)
(VE+2) (Vi-2)= (Vif —d=z—1; (637
Exemplo 6.5.6. ({/z —2) - (V22 +2¥x +4)

(V2 —2)- (Va2 +2¥x+4) = Va3 +2Va2 449z —2Va2 4z -8 = -8 ; (6.38)
1255 T
Exemplo 6.5.7. ca ] —
P V2 V98

1253 x 3 T 3 T 1 5
= =125/ =53 =5 — = — 6.39
V2 98 98 - 2x 1962 196 14° ( )

Exemplo 6.5.8. j\_/i — \/%/i 5

N N

r—4 Jr+2 (Vr+2)- (Vo —2) T+2
_ 3V Ve (V-2

(Ve+2)-(Ve—-2) (Vz+2) (Vz-2)

3o —a 42y
- (Ve+2) (Vo -2)
o —x
- -4

6.6 Exercicios

2k — 29 k% +2kg+ g*
k% — g2 4k + 4g

E 6.6.1. Efetuando a multiplicacao , obteremos:
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e) 2
E 6.6.2. Aplicando o conceito de produtos notaveis, qual expressao algébrica
obtemos apoés simplificar corretamente a seguinte expressao?
(2m + 3)% — 2(2m + 3)(m — 2) + (m — 2)?
(m+5)(m —5)

E 6.6.3. Aplicando o conceito de produtos notaveis, qual expressao algébrica
obtemos apoés simplificar corretamente a seguinte divisao de fracoes algébricas?

3

z+1
3z +6

2 —1

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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Capitulo 7

Polinémios

Seja K =R ou C. Um polindémio p na incognita = e com coeficientes em
K (simbolicamente, p € K[z]) ¢ uma expressao da forma

n
() = anz™ + 12" . Faxtag = Z a;z’, (7.1)
i=0
em que os coeficientes a,,...,ay € K, a, # 0 e n € N. O nimero natural

n é chamado de grau do polinomio p, e escreve-se gr(p) = n. O termo ag
¢ denominado termo constante de p.

Observacao 10. Os termos polindomio e funcao polinomial serdao considerados
como sinénimos e utilizados sem distincao no decorrer deste texto.

Uma func¢ao polinomial de grau 0 é uma funcao constante; uma funcao polino-
mial de grau 1 é uma funcao linear (ou, fun¢do afim); uma func¢do polinomial de
grau 2 é uma funcao quadréatica.

Por simplicidade, a partir de agora iremos considerar nossos polinémios sobre
R, porém esta teoria pode ser estendida sem muita dificuldade para o corpo dos
ntimeros complexos.

Definigao 7.0.1. Dados um nimero real k e o polinémio p(x) = apx™+a, 2" '+
...+ ayx 4+ ag, chama-se valor numérico de p em k ao valor:

p(k) = ank™ + a1 k" "+ ...+ artk +ao (7.2)

Exemplo 7.0.1. Por exemplo, se considerarmos o polinémio p(x) = 22+ 7z + 10,
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temos 0s sequintes valores numéricos para p:

p(=6) = (—=6)*+7(—6)+ 10 =
p(=5) = (=5)*+7(=5)+10=0
p(—4) = (=4 +7(—4)+10= -2
p(—2) (=22 +7(-2)+10 =
p(0) 0 +7-0+10=10

Defini¢ao 7.0.2. Em particular, se k é um nimero real tal que p(k) =0, dizemos
que k € wma raiz ou um zero de p.

Exemplo 7.0.2. Portanto no exemplo anterior temos que ki = —5 e ky = —2 sao
raizes do polinomio p(x) = 2% + Tz + 10.

Definicao 7.0.3. O polindmio nulo (ou identicamente nulo) é um polindmio da
forma p(x) = 0x"+02" 4. . . +0x+0, ou simplesmente, p(x) = 0. Por convengao,
o grau deste polindomio serd indefinido.

Teorema 7.0.1. Sejam p e q dois polinomios em K, dados por:

n

p(r) = 2" + ap 12"+ aw +ag = Z @z’ (7.3)
=0
q(x) = bpa" + by 2"+ .+ bz + by = Z b’ (7.4)
=0
temos que p = q P a; = bw para tOdO 7/ € {0, 17 27 trt 7n}'

Demonstracao: Para todo x € R, temos:

n

i=0
Z a;x’ — Z bir' =0 < Z a;xt = Z bix' < p(x) = q(v) (7.6)
i=0 i=0 i=0 i=0
]

Este Teorema mostra que, quando escrevemos um polindomio p na forma
P(x) = apz™ + an 12"+ 4 a1z + ag (7.7)

com a; € K, entao os nimeros ay, . . ., a, sao determinados de modo tnico.
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Dados dois polinémios

n

p(2) = anz™ + ap12" . Fax+ag = Z a;x’ (7.8)
i=0
=0

chama-se soma de p com g o polinébmio

(p+¢)(x) = (an+bp) 2" +(an_1+bp_1)z" "+ . +(ar+b)a+(ao+bo) = Y (ait+b;)a’ .
=0

(7.10)

Teorema 7.0.2. Se p, ¢ e p+ q sao polindmios nao nulos, entao o grau do po-
linomio p 4+ q € menor ou igual ao maior dos nimeros gr(p) e gr(q);

gr(p +q) < mdz{gr(p),gr(q)} - (7.11)

Teorema 7.0.3. Se p, q e p-q sdo polindmios nao nulos, entdo o grau do polindmio
p-q € igual a soma dos graus de p e q;

gr(p-q) = gr(p) +gr(q) . (7.12)

Para funcgoes polinomiais o Teorema Fundamental da Algebra garante a exis-
téncia de zeros.

Teorema 7.0.4 (Teorema Fundamental da Algebra). Seja p € Cz] um polindmio
nao constante. Entao existe um nimero complexo zg tal que p(zp) = 0.

Demonstracao: A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em
livros de Célculo de uma variavel complexa ou Analise Complexa como por exemplo
pagina 119 do (SOARES, 2009). [ |

Como consequéncia direta do Teorema Fundamental da Algebra temos o se-
guinte teorema.

Teorema 7.0.5. Todo polindmio de grau n > 1 possui pelo menos uma raiz real
ou compleza.

Observe que estes resultados garantem que todo polindémio possui pelo menos
uma raiz complexa, como vamos focar nossos estudos em polinémios sobre R,
podemos neste caso ter polindbmios que nao possuem raizes reais. Ainda sobre as
raizes de um polindmio vale destacar o seguinte teorema.
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Teorema 7.0.6. Seja p um polinémio nao nulo em K, escrito na forma
() = @™ + ap 12"+ a1w + ag (7.13)
entao p tem no mdzimo n raizes em K.

Teorema 7.0.7. Sejam p(x), g(z) polindmios sobre o corpo K, i.e., polinémios
em K|z], e suponhamos que gr(g) > 0. Entdo, existem polinémios q(x) e r(z) tais
que

p(x) = q(z)g(x) +r(z) , (7.14)

em que gr(r) < gr(g). FEssas condi¢oes permitem determinar os polindémio q e r
de modo unico.

Demonstracao: A demonstracao deste teorema pode ser encontrada na
pagina 58 do (LANG, 1972). ]

Exemplo 7.0.3. Como um exemplo para a divisao de polindomios, facamos a di-
visao do polinémio pi(z) = x3 — 42? + x + 6 pelo binomio gi(z) = x + 1:

2 — 42’ + 2 +6 x+1
2’ + 2’ 22 —5x+6
_0-52"+x+6
—5x% — bz
_ 0+6x+6
0+6x+6
0

note que o quociente da divisio € qi(x) = 2% — 5z + 6, e o resto desta divisao
ér(z) =0 (zero). Como o resto é zero concluimos que py(x) é divisivel por g,(z).
Portanto pi(z) = qi1(x)g1(), ou seja, 2° — 42+ + 6 = (2* — 5z +6)(z + 1).

Como consequéncia do teorema anterior, temos o seguinte corolario, que nos
garante que no exemplo anterior —1 é uma raiz do polinémio p; ().

Corolario 7.0.1. Seja p um polindmio nao-nulo sobre K. Seja o € K tal que
p(a) = 0. Entao, existe um polinomio q(x) sobre K tal que

p(x) = (z — a)q(z) . (7.15)
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Como consequéncia deste Corolario, todo polinomio de grau n > 1 pode ser
escrito como produto de n fatores de grau 1.

Teorema 7.0.8 (Teorema da Decomposicao). Todo polinomio p(x) = a,x™ +
Up_12" L+ .+ a1x + ag, com a, # 0, pode ser escrito de forma fatorada

p() =an(z—r)(x—12)... (T —1p) (7.16)

onde ri,r9, -+ ,T, SA40 as raizes do polinémio.

7.1 Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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Capitulo 8

Equacoes

Uma equacao é uma sentenca matematica aberta, ou seja, sentenca
matemaéatica que possui ao menos uma incognita, e que estabelece uma
igualdade entre duas expressoes matemaéticas.

Exemplo 8.0.1. A sequintes expressoes matemdticas sao exemplos de equacoes:
(1) x+1=3;

(2) sin(x) = 0;

(8) 20 +2="Tx —2;

(4) 2> +3x+1=0;

(5) x+y=5.

E para ajudar a entender o conceito de equacgao, seguem algumas expressoes
matematicas que nao sao equacoes, com a justificativa do porqué elas nao sao
equagoes:

Exemplo 8.0.2. (1) Uma desigualdade, ou seja, uma sentenca matemdtica que
relaciona duas expressoes matemdticas através do sinal de diferente (#), nao
¢é uma equacgao, exemplo: x + 1 # 3.

(2) 3+2 =05, por nao ser uma sentenca aberta.

Sentencas matemdticas que relacionam duas expressoes matemdticas através
dos sinais de menor (<), maior (>), menor ou igual (<), maior ou igual (=),
nao sao equacoes. Flas sao chamadas de inequacoes. Sequem alguns exemplos:

(3) sin(x) < 0, neste caso o sinal de menor <, nos diz que sin(x) é menor do que
0.
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(4) 2x+3 < T — 2.
(5) z>+3x+12=0.

Vamos nos dedicar nesta se¢ao para entender as equagoes de 1° grau e as de
29 grau. Mas antes vejamos um exemplo de como as equagoes aparecem em nosso
dia-a-dia.

Exemplo 8.0.3. Situacdo problema: Geraldo frequenta uma lan house, pois nao
tem internet em sua casa, e paga uma taza fiza de R$1,00 a primeira hora, mais
R$2,00 a cada hora excedente. Se apds o uso Geraldo pagou R$7,00, por quanto
tempo ele usou a internet?

Resolucao:

Podemos concluir que Geraldo usou o computador por 4 horas, jd que pagou
R$1,00 pela primeira hora, e consequentemente (7,00—1,00 = 6,00) R3$6, 00 pelas
demais horas, como cada hora a mais custa R$2,00 e (6,00 + 2,00 = 3) temos
entdo que Geraldo usou (1 + 3 = 4) horas.

Podemos generalizar esta situagao usando a letra x para representar o tempo de

internet utilizado, que € o valor que nao conhecemos, chegando a sequinte equa¢ao:
20 +1=T.

A equacao resultante desta situacao problema é o que chamamos de equacao
do 1° grau.

8.1 Equacoes do 12 grau

As equacoes de 1° grau tem a seguinte forma geral:
ar+b=0 (8.1)
onde a,b € R sao nameros dados (conhecidos), com a # 0.

Como resolver uma equacao destas, ou equivalentemente, como encontrar o

valor de z: )
ar+b=0=ar=-b=>1=—. (8.2)
a

Exemplo 8.1.1. Resolva as sequintes equacoes do 1° grau:
a) ar =0

Neste caso a # 0, como produto de dois nimeros so é zero quando um deles for
wgual a zero concluimos que x = 0.
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b) 2e+4=0
—4
2w+4:0=>2x:—4:>w:7:>a::—2 (8.3)

c)3x—5=4
9
31‘—5:4:>3:E:4—|—5:>3:E:9:>x:§:>x:3 (8.4)
d) 3(x+2) =12
6
3(x+2):12:>3:C+6:12:>3x:12—6:>3x:6:>x:§:>a::2 (8.5)

—(3x +4)

e)T:x—Q
— 3z +4
% = r—2 (8.6)
—3rx—4 = 5(x—2) (8.7)
“3r—-4 = 50-10 (8.8)
3w —br = —10+4 (8.9)
—8x = —6 (8.10)
—6
S — 8.11
v = (8.11)
3
= 8.12
0= (8.12)
T 23
Z4p==2
23 20 23
f+5zz:xz =TS r420=28>7-23-20=2=-3 (813)

Licenga CC BY-SA-4.0. Contato: reamatQufrgs.br


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
reamat@ufrgs.br

8.2. EQUACOES DO 2° GRAU 75

8.2 Equacoes do 2° grau

As equagoes de 2° grau tem a seguinte forma geral:
ar® +br+c=0 (8.14)
onde a, b, c € R sdo nimeros dados (conhecidos), com a # 0.

Para resolver este tipo de equacao usamos a formula da equacao do 2°2 grau
também conhecida como a féormula de Bhaskara, dada por:

—b+Vb? — 4dac

Formula de Bhaskara z = S
a

Lembremos que 2% = (—2)? e que extrair a raiz quadrada de um ntmero y é

procurar o nimero z tal que z = —,/y ¢ z = ,/y donde obtemos que z = +,/y.
Por isso precisamos colocar o sinal (£) antes da raiz quadrada na equagao acima.
A formula de Bhaskara ¢ também reescrita da seguinte forma:

—b+ VA
r=———"— para A=0b’—4ac
2a
a partir da andlise do sinal de delta determinamos se as equacgoes do 2° grau
possuem 0, 1 ou 2 solugoes diferentes no conjunto dos nimeros reais, da seguinte

forma:

e Se A < 0 a equacdo nao possui raizes reais, pois em R ndo existe raiz
quadrada de ntimero negativo.

—b

e Se A =0 a equagao possui apenas a solugao r = 3.

—b—VA
2a

e Se A > 0 a equacao possui duas raizes reais diferentes, r; =
—b+VA
2a )

e Ty =

Antes de usar esta formula especificamente para resolver as equacoes do 2° grau
vejamos alguns casos particulares de equagoes do 2° grau que podemos resolver
sem esta formula.

8.2.1 Casob=0

Neste caso a equacgao é da forma:

ar® +0r+c=0=ar’*+c=0 (8.15)
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note que neste caso podemos facilmente isolar o 22, e entdo fica facil de resolver a
equacao, veja o passo a passo da resolucao:

ar +e=0=ar? = —c=ad= — =g =14y — (8.16)
a a
Vejamos alguns exemplos de equagoes deste tipo resolvidas.
Exemplo 8.2.1. Resolva a equacdo 22> — 32 =0
32
2x2—32:O:>2x2:32:>x2:7:>x:i\/16:>x:i4. (8.17)
Logo © = —4 e x = 4 sao solucgoes desta equacao. Entao o conjunto solucao desta
equagao é S = {—4,4}.
Exemplo 8.2.2. Resolva a equacio 22° — 36 = 0
2 2 2 306
22" —36 =0 =2 :36:>x:7 (8.18)

a partir daqui podemos dar continuidade a resolugcao desta equacao de duas formas
diferentes, seque abaizo as duas formas para que vocé possa comparar e escolher
um caminho para sequir,

36
x2:7:>x2:18:>x:i\/1 =+2-32 =432

=
36 36 V36 6 V2 6v/2
P=" syt =t =t I =" = 132 .

2 V2 V2 VoG 2 v2

Portanto o conjunto solu¢ao desta equagao é S = {—3\/5, 3\/5}

Exemplo 8.2.3. Resolva a equacio x° — 81 =0

81
x2—81:0:>:c2:81:>3:2:T:>x:i\/81:x:i9. (8.19)
Logo x = —9 e x =9 sao solugoes desta equacao. Entao o conjunto solucao desta

equagao € S = {—9,9}.
Exemplo 8.2.4. Resolva a equacdo x> + 256 = 0

—256
2%+ 256 =0 = 2* = —256 = 2% = —— = +/—256 . (8.20)

Como no conjunto dos numeros reais nao existe raiz quadrada de nimero negativo,

decorre que nao eriste \/—256 no conjunto dos nimeros reais, logo esta equacao
nao tem solucao no conjunto dos niumeros reais.
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Exemplo 8.2.5. Resolva a equacio —22> +8 = 0

-8
—2$2+8:O:>—2x2:—8:>$2:—2:>x:i\/1:>x:i2. (8.21)

Logo x = —2 e x = 2 sao solugoes desta equacao. Entao o conjunto solucao desta
equagdo é S ={—2,2}.
32 100
Exemplo 8.2.6. Resolva a equacao Eﬁ 13 = 0
32 , 100
5" 12 0
32 100
— — -
6 12
s 0 6
12 32
9 100 1 100
x — - . =
2 32 64

100 10 5
SN e
o 64 8 1

. . . 5 b
Entao o conjunto solucao desta equacao é S = {_Z’ Z}

8.2.2 Casoc=0

Neste caso a equacao ¢ da forma:
ar® +bx+0=0= ar’ +br =0 (8.22)

note que neste caso podemos facilmente isolar o x, e entao fica facil de resolver a
equacao, veja o passo a passo da resolucao:

x1:0
ar’ +bx=0=x-(ax+b) =0= —b
ax+b=0=ar=—-b=19=—.
a

Portanto as solugoes desta equacao sao r =0e x = —.

a
Vejamos alguns exemplos numéricos de equacoes deste tipo resolvidas.

Exemplo 8.2.7. Resolva a equacio x° + 40x = 0

l’lzo

P +40r=0=z-(r+40)=0=
T+40=0= 2y = —40 .

Portanto as solucoes desta equacio sio v1 = 0 e xo = —40. O conjunto solucdo
desta equagdo € S = {—40,0}.
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Exemplo 8.2.8. Resolva a equacio x> + /5x =0

=0
2+ Vbr=0=xz-(z+V5) =0=> 1
( ) l‘+\3/5202>$2:—\3/5

Portanto as solucoes desta equacdo sio x1 =0 e x5 = —v/5. O conjunto solu¢io
desta equacao € S = {—\3/3,0}.

Exemplo 8.2.9. Resolva a equacdo Tx? — /98x = 0

72? — V/98z = 0 (8.23
= z-(Tx —V98) =0 (8.24)

x1:0
8.25
{7x—\/98:0:>7x: P 2=mr="L=0=12. (8:25)

Portanto as solucées desta equagio sio 1 =0 e o = /2. O conjunto solugio
desta equacdao € S = {\/5,0}.

3 3
Exemplo 8.2.10. Resolva a equacao 5:1:2 + 5:1: =0

3, 3 3 3

u— — = . —_ — == .2

58 T 5 0=x (2x—|—2) 0 (8.26)

xTr, = 0
- §x+§—0:>—x——§:>x——§;§:>x——§ 2:>:c =-1
2~ T2 T2 2 T o203 07T

Portanto as solugoes desta equacao sao xr1 =0 e xo = —1. O conjunto solugao

desta equacao é S = {—1,0}.
Exemplo 8.2.11. Resolva a equacdo v/2x? — /50z = 0

V2z? — /502 = 0=z (V22 —V50) =0 (8.27)
1 =0
ﬂm—m:Oﬁx:%éx:\/?:%r:\/%:>@25.

Portanto as solugoes desta equacdo sio x1 =0 e x9 = 5. O conjunto solucao desta
equagao é S ={0,5}.

=
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8.2.3 Casob=c=0ea#0
Neste caso as equagoes do 2° grau siao do tipo
ar® =0 . (8.28)

Notemos que o produto de dois ntimeros s6 ¢ zero quando um deles for igual a
zero, donde concluimos que 22 = 0 = z = 0. Portanto o conjunto solucao deste
tipo de equacao, independente do valor de a & S = {0}.

Exemplo 8.2.12. Considerando a equagdio 23x> = 0 temos,
231’ =0=1"=0=2=0, (8.29)

logo neste caso o conjunto solugao é S = {0}.

8.2.4 Equacao completa az?> +br+c =0

Neste caso temos a # 0, b # 0 e ¢ # 0, entao para resolver a equacao de forma
geral dada por:
ar® +br+c=0 (8.30)

precisamos utilizar a férmula

T

_—bi\/b2—4-a-c

o (8.31)

conhecida como formula da equacao do 2° grau ou formula de Baskara.
Vejamos alguns exemplos de como resolver este tipo de equacao.

Exemplo 8.2.13. Resolva a equacdo x* + 4z +4 = 0.

Como esta equacao tem os valores de a, b, c diferentes de zero, precisamos obri-
gatoriamente utilizar a formula da equacao do 2° grau para resolver. Note que
neste caso temos:

o a =1, que € o valor que multiplica o z°;
e b =4, que € o valor que multiplica o x;

e c =4, que € o lermo independente da equacao.

Assim substituindo na formula

B —bEVb2—-4.a-c

2-a

Xz

(8.32)

obtemos:
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—4+V42—-4-1-4

T =
2-1
. 4+V16-16  —4+V/0 —4+0
o 2 -T2 T2
—4
r = —=-2
2
Portanto esta equacao possui x = —2 como solugao. Logo o conjunto solugao

¢S =1{-2}.

Exemplo 8.2.14. Resolva a equacio x? — 10x + 25 = 0.
Note que neste caso temos:

e a =1, que € o valor que multiplica o z°;
e b= —10, que € o valor que multiplica o x;

e c =25, que € o termo independente da equacao.

Assim substituindo na formula

_—b:l:\/bz—él-a-c

2-a

T

(8.33)

obtemos:

—(=10) £ +/(-10)2 —4-1-25

2.1
10+ +/100—100 10++/0 1040
x pr— p— p—
2 2 2
10
= —:5
o 2

Portanto esta equacao possut x = 5 como solucao. Logo o conjunto solucao €

S = {5}.

Exemplo 8.2.15. Resolva a equacio x> + 2z — 15 = 0.
Note que neste caso temos:

e a =1, que € o valor que multiplica o z?;

e b =2, que € o valor que multiplica o x;
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e c = —15, que € o termo independente da equacao.

Assim substituindo na formula

B —bE+Vb2—-4.a-c

8.34
x 5 (8.34)
obtemos:
—2+/22—4-1-(-15)
t 21
. —2+£/4460 24464 —2+£8
T 2 -T2 T2
—-24+8 6 5
€T = = - =
! 2 2
-2—-8 —10
= — = -5
2 2 2
Portanto esta equacao possui 1 = 3 e x9 = —b como solucao. Logo o conjunto
solugao é S = {—5,3}.
Exemplo 8.2.16. Resolva a equacio 222 — 5x — 3 = 0.
Note que neste caso temos:
e a=2;
o b= -5;
e c=—-3
Assim substituindo na formula
btV —4-a-
r = ae (8.35)

2-a
obtemos:

~(=5) £ V(5P =42 (=3)

xr =
2.9
5V 24 5+VA9 54T
v 4 T4 Ty
57 _12_,
I‘ = —_— =
! 4 4
C5-7 -2 -1
Y
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—1
Portanto esta equacao possui r1 =3 e r9 = > como solucao. Logo o conjunto

—1
solugdo € S = {3, 7}

Exemplo 8.2.17. Resolva a equacio —8x% — 2z +3 = 0.
Note que neste caso temos:

o a = —§,
o b= —-2;
ec=3

Assim substituindo na formula

_—bj:\/b2—4-a-c

2-a

T

(8.36)

obtemos:

—(=2) £ (-2 —4-(=8)- (3)

v 2-(-8)

B 2j:\/4+96_2j:\/100_2i10
S —16 —16 _ —16
2410 12 —6 -3
'1:1 —_= —_—e—_——_—— = — = —

—16 —16 8 4

2—-10 -8 4 1
xQ = _— == — = — = —

—16 -16 8 2

-3 1
Logo o conjunto solugao é S = {T’ 5}

Exemplo 8.2.18. Nimero dureo ou Nimero de ouro. Resolva a equacio x* —x —
1=0.
Note que neste caso temos:

e a=1;
o b= —1,
o c=—1
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Assim substituindo na formula

—bEVb?>—4-a-c
= 8.37
- e (337
obtemos:
I O E Y/ e e T e
2-(1)
1+vV1+4 1£45
Tr = =
2 2
N
T2
1-V5
To =
2
1—+v5 1 5
Logo o conjunto solucao é S = { 2\/_, +2\/_}.
Exemplo 8.2.19. Resolva a equacio x> — 2nx — 4 = 0.
Note que neste caso temos:
e a=1;
e b= 27 ;
e c=—4.
Assim substituindo na formula
btV —4-a-c
= 8.38
- e, (3.3
obtemos:
o —(2m) /(202 —4-1-(—4)
T 2.1
21 + /47?2 + 16
T =
2
21 + \/4(7? 4+ 4)
T =
2
2r £ 2-v/7m2 4+ 4
€T =
2
r = mxvVri+4
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Portanto, S = {7T —Vm?+4, T+ V24 4}.

Exemplo 8.2.20. Resolva a equacdo 9922 — 20002 + 10000 = 0.
Note que neste caso temos:

e a=99;
e b=—-2000=—2x 103 ;
e ¢c=10000=1 x 10* .

Assim substituindo na formula

—b+Vb2—-4.a-c
T = ,
2-a

(8.39)

obtemos:

—(=2000) & /(=2-10%)2 —4-(99) - (1 - 10%)

2-(99)
2000 % /(—2)2 - (10%)2 — 396 - 107
S 198
2000 + /2 - 105 — 396 - 107
S 198
2000 + /4 - 102 - 107 — 396 - 102
S 198
2000 + /400 - 10* — 396 - 10°
S 198
2000 «+ /4 - 102
S 198
2000 £ V4 V10
S 198
2000+ 2- 102
v 198
2000 + 200
S 198
20004200 2200 100
o= 198 198 9
2000 — 200 1800 100
2= 198 198 11
Logo o conjunto solugio € S = {12#0, %}
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Todas as equacoes do 2° grau incompletas podem também ser resolvidas utili-
zando a formula da equacao do 2° grau. Vamos dar agora dois exemplos em que
as equacoes estao sendo resolvidas das duas formas possiveis para que vocé possa
comparar as diferencas entre as resolugoes.

Exemplo 8.2.21. Equacdo do 2° grau incompleta do tipo ¢ = 0 ou azx® + bx = 0:

* —3r =0 (8.40)
1% forma:
a=1,b= -3 ec=0 assim usando a formula chegamos:
2(1) '
N 3j:\/§:>{x’:3;3=>$’:g:>$’:
T = .
2 $//—32—3:>SC”:g:>Z'”—O

2% forma:

:1:2—335:0:>x(:1:—3):0:>{x B
T

Portanto, S = {0, 3}.

Exemplo 8.2.22. Equacdo do 22 grau incompleta do tipo b =0 ou ax® + ¢ = 0:

202 — 128 =0 (8.42)
1% forma:
a=2,b=0ec=—128 assim usando a formula chegamos:
—(0) £ 4/(0)% — 4(2)(—128
0= JOF—I)15) -
2(2)
0 + /1024 =2 o =25 =3
=z = 4 = n __ 0=32 n__ =32 "n— _§
2% forma:

128
2x2—128:0:>2x2:128:>x2:7:>x2:64:>x:i\/6_4:>x:i8.
(8.44)
Portanto, S = {-8,8}.
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8.2.5 Caso (r+a)-(x+b) =0
Neste caso vamos considerar as equacoes do tipo
(x+a) - (x+b)=0 (8.45)

para a,b € R quaisquer.
Para resolver equacoes dadas desta forma um dos caminhos é lembrar que,

(z+a)- (x+0b) =2+ bz +azx+ab= 2"+ (a+ b)x + ab (8.46)

fazendo isso obtemos a equagao do 2° grau x*+ (a+b)x +ab = 0 na qual aplicamos
a formula de Bhaskara.
Outra forma de resolver equacoes dadas desta forma, é lembrar que Yu,v € R
temos que
u-v=0u=0 ou v=0. (8.47)

Considerando portanto u =z +a e v =2+ b com a,b € R dados, obtemos que
u-v=(x+a) (x+b)=0&2x+a=0 ou z+b=0 (8.48)

assim a resolucao deste tipo de equagao do 2° grau se torna a resolucao de duas
equagoes do 12 grau.

Exemplo 8.2.23. Resolva a equagio (x —m) - (x —e) = 0.

r—nm=0=ax=m

r—e=0=>zx=c¢.

($—7T)~(LL’—6):0:>{

Portanto, S = {e,m}.

Exemplo 8.2.24. Resolva a equagio (x 4+ +/13) - (22 4+ 6) = 0.

r+V/13=0=2=—V13
(z+V13)- (22 +6)=0= —6
2x+6=0=>2x:—6:>:c:7:—3.

Portanto, S = {—3, —\/E}

2
Exemplo 8.2.25. Resolva a equacao <5x — —> = 0.

2
2\’ 2 2 Sr—5 =0
sr—=) =(be—Z) (5z—Z)=0= 3
3 3 3 5 —==0
3

Licenga CC BY-SA-4.0. Contato: reamatQufrgs.br


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
reamat@ufrgs.br

8.2. EQUACOES DO 2° GRAU

87

Sr =

2
Portanto, S = { }

= 1=

Wl N
—lotee i
8
I
Wl N

15

Exemplo 8.2.26. Resolva a equacio 222 + 4x + 2 = 0.
Observe que

202 + 4z + 2 = (V22)? + 2v2V2z + (V2)? = (V21 + V2)?

logo,
202 +4x+2=0= (V22 +v2)2 =0

e pelos exemplos acima basta resolver 2z + /2 = 0. Note que,

2
\/§x+\/§:O:>x:—£:>:c:—1.

V2

Portanto, S = {—1}.

(8.49)

(8.50)

(8.51)

(8.52)

Exemplo 8.2.27. Resolva a equacio x> — 2v/17x + 17 = 0. Observe que:

22— 2V/17x + 17 = (x — V17)?
logo basta resolver a equagio (x — +/17)? = 0 mas,
(2= V1T’ =0=2-V1T=0=2= V17 .
Portanto, S = {\/1—7}

Exemplo 8.2.28. Resolva a equacio 4x> — 13 = 0.
Observe que,

42 — 13 = (22 — V13) - (22 + V13)
logo, basta resolver a equagio (2x —+/13) - (22 4+ v/13) = 0,

(22 —V13) - (22 +V13) =0 = 2r —V13=0=1 =

20 +vV13=0=2x =

Portanto, S = {—\/1_3, \/1_3}

Licenga CC BY-SA-4.0. Contato: reamatQufrgs.br

|
v S‘
w

(8.53)

(8.54)

(8.55)


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
reamat@ufrgs.br

88 Pré-calculo

Exemplo 8.2.29. Resolva a equagio (v — ) - (3: +

1+7 r—rm=0=zr=7
(w—ﬂ)-(:H 5 >=0;s 14+V7 1+V7

O=2=—
T v 2

1
Portanto, S = {— +2\/?,7T}.

8.2.6 Exemplo de aplicacao das equagoes do 22 grau

Acabamos de ver varios tipos de equacoes do 2° e como resolvé-las, entdao cabe
aqui ver um exemplo pratico de aplicacao das equacoes do 22 grau para resolucao
de problemas.

Exemplo 8.2.30. Uma mesa de sinuca de R$360,00 devia ser comprada por um
grupo de rapazes que contribuiam em partes iguais. Como quatro deles desistiram,
a quota de cada um dos outros ficou aumentada de R$15,00. Quantos eram o0s
rapazes?

Resolucao:

Se chamarmos de x a quantidade inicial de rapazes, cada um contribuia com a
quantidade de 3%0. Com a desisténcia de 4 rapazes, a nova quota a ser paga seria
de %. E como o problema nos informa a nova quota é R$15,00 maior que a
anterior, podemos escrever:

360 _360_
r—4 r

15 (8.56)

Simplificando ambos os membros por 15, podemos escrever

24 24
——=1 8.57
r—4 ( )
Assim, tirando o MMC' chegamos:
24x — 24(x — 4 24x — 24z + 96
v Al )y e Ae k6 g2y s o? gr06—0
(x —4)z 2 —4dx

Agora utilizando a formula da equacao do sequndo grau € possivel encontrar o
valor de x que € a quantidade inicial de rapazes, facamos isso entdo. Lembre-se
que a formula geral da equacdo do 2° grau é ax® + bx + ¢ = 0 assim, neste caso
temos que a =1, b = —4 e ¢ = =96, portanto substituindo na formula:
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b= Vb2 — 4dac

o (8.58)

—(—4) £ /(—4)2 — 4(1)(—-96) _ 4+V/16+384 L 4+ /400

r = Ea

2(1) 2 2

4£20 {x':%:m'z%:mﬂ:u
- 2"

S>r=—=
2 :47220:>x//:7716:>x//:_8

Como nossa situacao problema € saber quantidade inicial de rapazes nao faz
sentido x < 0, donde concluimos que x = 12. 0
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8.3 Equacoes exponenciais

As equagdes exponenciais sao aquelas nas quais temos a € R\ {0, 1}
elevado a um polinomio p(x). Como por exemplo:

aP®@ —

Como por exemplo nas equagoes:

3" =9, (8.59)
471 = 256, (8.60)
3% — 183" + 81 = 0. (8.61)

Para resolver equacoes como estas é muito importante dominar:
e resolucao de equacoes de 1° grau e de 22 grau;
e propriedades de poténcia.

Existem duas formas de resolver as equagoes exponenciais, sao elas: método
da reducao a uma base comum e logaritmos. Abordaremos agora o primeiro caso.

Método da reducao a uma base comum

O caso mais simples de equacoes exponencias sao as equacoes do tipo

a®=b,

para a > 0ea # 1 € R. Note que com esta restricio de a teremos sempre
b>0ebeR e ainda que esta equacao esta definida para todo z € R.

Deste caso mais simples decorre que as equagoes exponenciais de base a estao
definidas apenas para a > 0ea # 1 € R. A resolugao das equacoes a® = b pelo
método da reducao a uma base comum consiste em escrever b como uma poténcia
de a, ou seja, b = a* para algum k € R, e portanto a* = b = a* = x = k.

Portanto, a seguinte propriedade ¢ essencial na resolugao de equacoes exponen-
ciais:

a* =a"* = x =x9paraa>0ea#1

Exemplo 8.3.1. Consideremos a equagao 3 = 9.

9|3
3|3
1

Logo ao fatorar o nimero 9 obtemos 9 = 32, assim 3% = 32 = x = 2. Portanto
o conjunto solu¢ao desta equagao é S = {2}.
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Exemplo 8.3.2. Consideremos a equacio 4*1 = 256.
256 | 2
128
64
32
16
8
4
2
1

Neste caso ao fatorar 256 obtemos 256 = 28 = 4*, assim

VW W ® W

A= srtl=4d=2=4-1=2=3
Portanto o conjunto solu¢ao desta equagao é S = {3}.

Exemplo 8.3.3. Consideremos a equagdo 3** — 18 - 3% 4+ 81 = 0.
Para resolver esta equagao facamos y = 3%, substituindo na equag¢do acima
temos

3% —18-3°+81 = 0
(37)> —18-3"4+81 = 0
y? — 18y +81 = 0

Resolvendo esta equacao de 22 grau temos:

18 £ /324 — 4.81

2.1
18 +£ 0
=y = —
2
18
=y = ?:>y:9

Logo, como y =9 e y = 3° obtemos que 3* = 9 e como ja vimos resulta em
x = 2. Portanto o conjunto solu¢ao desta equagao é S = {2}.

Exemplo 8.3.4. Vamos agora resolver a equacio 9° = &.

81
81
27

Lo Lo W o

9
3
1
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Neste caso, temos que 81 = 92, assim

1 1 _

que substituindo na equacao exponencial nos dd,
9 =972 =g=-2 (8.63)
Portanto o conjunto solu¢ao desta equagao é S = {—2}.

Exemplo 8.3.5. Considere a equagio (49)*72 = 7—13

49 |7
707
1

Fatorando o 49 obtemos que 49 = 7%, portanto
(49)"F2 = (77)"*2 = 722 (8.64)

que substituindo na equacao nos leva a:

2-(z+2) _

7 =
72-(I+2) — 773
2-(x+2)=-3
20 +4 = -3
20 =—-3—4
-7

r=—

2

Portanto o conjunto solucao desta equagao é S = {_77}

8.4 Exercicios

E 8.4.1. Escreva na linguagem simbodlica da matematica as seguintes senten-
cas:
a) O quadruplo de um nimero.

b) A terca parte de um nimero.

¢) Dois quintos de um ntimero.
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d

A soma de uma niimero com vinte.
e) A diferenga entre um certo niimero e sete.

g) Substraindo o dobro de um nimero de 16.

h

)
)
f) A soma de um nimero com a sua quarta parte.
)
) A metade de um nimero aumentado com 3.

E 8.4.2. Verifique se:

a) —2 ¢ raiz da equagao bx + 3 = 2z — 4.

3
b) 1 é um zero da equagao % + 1= 1.

2
c) 3 é satisfaz a equagdo 3v — 4 = —2.

E 8.4.3. Resolva as seguintes equacoes do 1° grau:

a) ©— 30 = e) 3z — 16 =8

b) x+4=13 f) 20 —2=19 — bz

c) 8=x—40 g) 3T+x=>5—3x

d) 3z = —18 h) 10,8+ 2 =3,6+ 1,8z

E 8.4.4. Resolva as seguintes equagoes do 1° grau:
a) 2z — 10+ 7z + 10 = 180 g) 724+y)=5(y—1,2)+3,5
b) 5 —3(x+3) =23 h) B+w)—1= (17— 5w) — (3 + 2w)

c) %(6x—8):4(x_2) i) 3-2x+8)—5x=9

)
d) 3(x+1)—3(3z —5) = 3(4z —5) — 1 j) 4z — (20 — Tz) =2
)

k) 4(z +2) + 6(3z + 6) = 45
e) 2(x —3)+8x+7=405—2)+9

5) 2
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E 8.4.5. Resolva as seguintes equacoes do 1° grau:

3. 5.3 [ BuEs 2044
—T — — frnd
1 2 5 10
T3
- = 120
7 g T 38
.3 1 1
Tt t
2¢ +5 5 h)1+20:—t
o
22 + 14 39 71
—3 N P S
12 )3 5T 12

E 8.4.6. Resolva as seguintes equacoes do 1° grau:

~5 2-— —6
_7 Q) ? p p—6_

ZL’+LL’

-+ -3

4 3 6 * 3 + 5

r 2x x r—2 x—3 r+5H

S ) _ —

273 71 ©) =3 2 5

r+4 :c—|—3_5 f) 3y—1) 2y—3) 1-2y
4 6 4 5 20

E 8.4.7. Transforme os problemas em equacoes e resolva.

, 3 5 1
Qual é o nimero que, somado a T resulta em 5?

o 7
Por quanto devemos multiplicar 1 para obter g?

Dividindo um ntmero por 3 e somando o resultado a 5, obtemos 12.

namero é esse?

Somando o quadruplo de um nimero com 5, obtemos 101. Que niimero é esse?

Num estacionamento ha carros, motos e 6nibus, totalizando 81 veiculos.
numero de carros € igual a 5 vezes o nimero de 6nibus, e o nimero de motos é

3 vezes o nimero de 6nibus. Quantos 6nibus tem no estacionamento?

Ari é 8 anos mais velho que a Natalina. A soma das idades deles é 96. Qual a

idade do Ari?
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g) O perimetro de um triangulo equilatero é 12cm. Qual a medida do lado deste
triangulo?

h) Um retangulo possui 96¢m de perimetro. Quais as medidas de seus lados
sabendo-se que o comprimento mede 14cm a mais que a largura?

i) A soma de dois niimeros impares consecutivos é 248. Quais sao esses niimeros?

E 8.4.8. Resolva as seguintes equagoes do 2° grau:

a) 2 —36=0 h) 22 —125=0 0) 322 —=75=0
b) z? —169 =0 i) 922 — 4 = p) —222+18=0
¢) 22 — 225 = j) 252 —49=0 q) —3z%+ 108 =0
d) 2°-=16=0 k) 812 — 64 =0 r) —a2+225=0
e) 2 —121=0 ) 22+4=0 )32 27 0
s) —a®— —
£) 22— 8= m) 22 + 25 = 2 8
81 , 100
g) 22 —27=0 n) 32?4300 = 0 t) 5%~ =0
E 8.4.9. Resolva as seguintes equagoes do 2° grau
a) 2?2 — 36x =0 f) 22 —23x =0 k) gﬁ_%x:o
b) 2% — 13z = 0 g) 2a° —2v/3z =0
) 1) V522 —/180z =0
¢) 22 — /22 =0 h) 32% 4+ 152 =0 , ,
: 2 _ ‘2 L
d) 2% + 13z =0 i) —d2% 4242 =0 m) 5ot = 3w =0
L1
e) 22+ 17Tz =0 j) §x2—37x:0 n) 5z +v/50z =0

E 8.4.10. Resolva as seguintes equacoes do 2° grau completas.
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2?4+ 8x+16=0 g) 222 —2x —2=0

2— =
22 — 142 +49 = 0 h) 227 — 20 5 =0

)
)

¢) 2 —2x—-35=0
) i) 22 4+2x—-1=0
)

d) 224+ 3x—-18=0

e) 422 —27e —7=0 j) 9122 + 600z — 10000 = 0
6

f) x2—|—x+% =0 k) 22122 + 30002 — 10000 = 0

E 8.4.11. Transforme os problemas em equagoes e resolva.

a) O quadrado de um ntmero negativo acrescido de quatro unidades resulta em
29. Que nlimero é esse?

b) Subtraindo 4 do quadrado de um ndimero positivo obtemos 32. Que namero é
esse?

¢) Um quadrado possui 16cm? de area. Qual a medida do lado deste quadrado?

E 8.4.12. Usando substitui¢ao resolva a seguinte equac¢ao = + 3/x — 10 = 0.

E 8.4.13. Usando substituicao resolva a seguinte equagao

(x—3)% =8z —3)*+7=0.

E 8.4.14. Determine o tinico valor positivo para p que faz com que a equacao
2’ —(p+2)z+9=0
possua uma tnica solugao real.
E 8.4.15. Quantas solucoes reais distintas a equacao
(2 +1—12)- (2> + 82+ 12)- (2 =62 +9) =0
possui?
E 8.4.16. Determine o valor de x que torna verdadeira a equacao /38 = /34
E 8.4.17. Determine a solugao das seguintes equagoes exponenciais:

a) 27 =64
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b) 7% = 343
c) 8 =32

1
d) 9° = -
) 3

() 3)
f) 20+ — 16

2z+1 _ 1

625
h) 25712 = 1

i) 3243 = /2

E 8.4.18. Determine a solucao das seguintes equagoes exponenciais:

) 301 4 3042 = 12

) 2eH+1 4 9v+3 = 90

c) 2772 42771 =18
)

5772 4+ 52+ = 126

E 8.4.19. Determine a solucao das seguintes equacgoes exponenciais:
) 4*—=3-2"42=0
) 9" —4-3"4+3=0
c) 25* —30-5% = —125
)

4* —10-2*+16 =0
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Capitulo 9
Inequacoes

As resolucoes das inequacoes utilizam as propriedades de ordem dos ntmeros
reais listadas na Proposicao 2.5.1, por isso sugiro ao leitor relembrar estas propri-
edades antes de iniciar a leitura deste capitulo.

9.1 Inequacgoes de 12 grau

As inequacgoes do 12 grau possuem uma das seguintes formas gerais

ar+b<0
ar +b<0
ar+b>0
ar+b>0

para certos a,b € R dados, com a # 0.

A principal diferenca entre as equagoes de 1° grau e as inequagoes de 12 grau ¢
que a equagao possui uma tnica solucao equanto que a inequagao possui infinitas
solugoes, que formam um intervalo real.

Exemplo 9.1.1. 42 + 8 > 0:

-8
4x+8>0@4m>—8@x>7®x>—2, (9.1)

portanto o conjunto solucao desta inequacao pode ser representado pelo intervalo
(—2,00) ou pelo conjunto S = {r € R |z > —2}.

FEsta inequagdo tem o sinal (>) de maior, que representa uma desigualdade
estrita, por este motivo —2 nao faz parte do conjunto soluc¢do, portanto na repre-
sentacao em termos de intervalo temos um intervalo aberto em —2.

98
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Exemplo 9.1.2. —x —3 < —4:

—r-3< -4 <443 < -1 =<1 (-1)ez>1 (9.2

como o x estava negativo tivemos que multiplicar a inequacgao toda por —1. Mas
precisamos cuidar porque quando multiplicamos uma inequacao por um numero
negativo mudamos a desigualdade. Por isso obtemos como solucao v > 1.

O congunto solugao desta inequacdo pode ser representado pelo intervalo [1,00)

ou pelo conjunto S = {x € R |z > 1}.

Esta inequagao tem o sinal (<) de menor ou igual, logo vale também a igual-
dade, por este motivo 1 faz parte do conjunto solucao, portanto na representacao
em termos de intervalo temos um intervalo fechado em 1.

Exemplo 9.1.3. 3x +2 > bx — 2

3x+ 2
3r — 5
—2x

2x

T

T

IN IV IV IV

IA A

Conjunto solugio S ={z € R|z < 2}.

Exemplo 9.1.4. 52+ 1>3x—5

S5z +1
or — 3w
2x
x
x

S — 2
—2—-2
4 (1)

DO PO | s

vV V. V. VvV V
|
o

Congunto solu¢io S = {r € R |z > —3}.

Exemplo 9.1.5. -5 <2r—1<4

—5< 2z—1 <4

—-5+1<
—4 <
—4
— <
5 =

—2<

27 <441
2 <5
5
X < =
-2
T <§
-2
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ot

Congunto solugao S = {x eER|-2<zx< 5}

1 1
Exemplo 9.1.6. 3z — - < =
3 2
3 ! < 1
T3 2
1 1
3r < =+ =
o 53
3+2
3r < ——
o 6
5
< 8
v 3
6-3
< 5
:E —_—
18

)
Congunto solugcao S = {x eER|z< —}

18
r 1 5
E lo 9.1.7. —+-> -
xemplo 4+3 3
ac_}_l S 5
43 7 3
T 5 1
— 2 - -
4 3 3
4
> -
v 23
16
r = —
3

«| 5

Conjunto solugao S = {x ER|z>

b
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3x+2_ 1

Exemplo 9.1.8. 3> 1 2x
3r + 2 1
_ > - -2
5 1
2(3x+2)_12 S 1_8:1:
4 4 7 4 4
6x+4+8x < 1+12
4 4 7 4 4
14z +4 > 1_3
4 4
14z > 13-4
S 9
r = —
14
) . 9
Congunto solugaoS:{xERMc)ﬁ}.
1-2x x-—-2 x+3
E lo 9.1.9. > -1
xemplo 3 + 6 7
1—2x+x—2 - x+3_1
3 6 2
2(1—2$)+$—2 - 3(x+3) 6
6 6 6 6
2—4x+x—2 - 3r+9 6
6 6 6 6
2_4x+aj_2 - 3x+9_6
6 6 6 6 6 6 6
4a:+x 3z - 9 6
6 6 6 6 6
—4r+x— 3z - 9—-6
6 6
—6x - 3
6 6
1
_ Z (=1
r > 5 (—1)
- -1
x PR
2

-1
Congunto solugao S = {m eER|z< 7}
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Exemplo 9.1.10. —6 < —2(x —3) < 3
Esta inquecao tem duas possiveis formas de resolver, vamos colocar as duas
para que vocé possa escolher a que considerar mais fdcil.

1% Forma:
6< —20—3) <3
6< —2z—3) <3-(-1)
6> 2@-3) >-3
-3 < 2r — 6 <6
—-34+6< 2x <646
3 < . 12
2 2
3
3 < T <6
2% Forma:
6< —20x—3) <3
-6 —2z+6 <3
—6—6< —2x <3-6
“12< -2 < -3-(-1)
12> 2 =3
3 < < 12
2 S ‘ S5
3
3 < x <6
) . 3
Conjunto solugcao S = {x eR| 2 <z < 6}
-3 5
Exemplo 9.1.11. —5 < xT+ <4
5< _&ZM <4
—5-4< —-3r+5 <£4-4
—20—-5< —3x <16—-5
—25< -3z <11 -(-1)
25 > 3x > —11
—11 25
K T <=
3 3
—11 25
Congunto solugio S = {x eER| 3 <z < ?}
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9.2 Inequacgoes de 2° grau

As inequacgoes do 22 grau possuem uma das seguintes formas gerais

ax’ +bxr+¢<0
ar’ +bx+c<0
ar’ +bxr+c¢>0
ar? +bx+c>0

para certos a, b, c € R dados, com a # 0.

A principal diferenca entre as equacoes de 2° grau e as inequacoes de 2° grau
¢ que a equagao, quando possui solucao tem uma ou duas solucoes, equanto que
a inequacao quando possui solucao possui infinitas solugoes, que representam um
intervalo real ou a uniao de dois intervalos reais.

Vejamos alguns exemplos de como resolver inequacoes do 2° grau, é impor-
tante ressaltar que para resolver inequacoes do 2° grau precisamos das técnicas de
resolucoes de equacoes do 2° grau, as quais foram apresentadas e exemplificadas
anteriormente.

Exemplo 9.2.1. 22 — 42 +3 <0
Para resolver uma inequacao do 2° grau podemos comecar calculando as raizes
da equacao do 2° grau, facamos isso agora.

2 —4dr +3=0 (9.3)

—(—4) £ /(—4)2—-4-1-3

l’ g
2.1
44+ +/16 —12
r = ——
2
444
Qj =
2
442
r = —
2
4+2
/
= —:3
v 2
' = ﬂzl
2
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Portanto, temos que > — 4z + 3 = (x — 1) - (x — 3), e temos trés intervalos
reais para analisar o sinal da inequagdo x* — 4x + 3 < 0, sdo eles (—oo, 1), (1,3)
e (3,00).

Para isso, observe que, v —1 >0&ax>1equexr—3>0& x> 3, com iss0
temos a sequinte tabela:

(—o0,1) | (1,3) | (3
x—1 — +
z—3 - -

(x—1)(x—3) + -

++|+ g

Portanto, o conjunto solugao desta inequagao € o intervalo fechado [1,3], po-
demos também representar este conjunto solu¢ao por S ={r e R|1 < x < 3}.

Exemplo 9.2.2. —224+2+2>0
Resolvendo a equacio —x% + x + 2 = 0 obtemos que

4+ r+2=(z+1) (—z+2). (9.4)

Observemos que, t+1 >0 x> —1eque —x+2> 0 x < 2.

Portanto, temos trés intervalos reais para analisar o sinal da inequacao —x° +
r+2 2 0, sao eles (—oo, —1), (—=1,2) e (2,00). Para facilitar esta andlise considere
a sequinte tabela:

(—o0,—1) | (-1,2) | (2,00,)
r+1 — + +
—T + 2 + + —
(x+1)-(—z+2) — + —

Portanto, o conjunto solugao desta inequag¢ao € o intervalo fechado [—1,2],
podemos também representar este conjunto solucao por S ={x e R| -1 <z < 2}.

Exemplo 9.2.3. 22 +2—-20 >0
Resolvendo a equacao 2% + x — 20 = 0 obtemos que

2 +x—20=(z+5) (z—4). (9.5)

Observemos que, t +5 >0 x> —-Hequex —4>0& x> 4.

Portanto, temos trés intervalos reais para analisar o sinal da inequagdo x>+ —
20 > 0, sdo eles (—oo, —b), (—5,4) e (4,00). Para facilitar esta andlise considere
a sequinte tabela:

Licenga CC BY-SA-4.0. Contato: reamatQufrgs.br


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
reamat@ufrgs.br

9.2. INEQUACOES DE 2° GRAU 105

(_007_5) (_574) (47007)
T+ 95 — + +
r—4 — — +
(x+5) - (z—4) + - +

Portanto, o conjunto solug¢do desta inequagao € o conjunto (—oo, —5]U[4,00),
podemos também representar este conjunto solu¢io por S ={x € R | x < =5 ou z > 4}.

Exemplo 9.2.4. —222 — 92 +18 < 0
Resolvendo a equacio —2x2 — 9x + 18 = 0 obtemos que

—27% — 92+ 18 = (z +6) - (=27 + 3). (9.6)

3
Observemos que, v +6 > 0< x> —6 e que —2:U+3>O<:>:c<§.

Portanto, temos trés intervalos reais para analisar o sinal da inequacio —2x* —

3 3
9z + 18 < 0, sdo eles (—oo, —6), (—6, 5) e (5, oo). Para facilitar esta andlise

considere a sequinte tabela:

3 3
(—OO, _6) (_67 5) (57 OO>
T+ 6 — + +
-2z +3 + + —
(x+6)(—2z+3) - + —

3
Portanto, o conjunto solu¢ao desta inequagao é o conjunto (—oo, —6)U (5, oo) ,

3
podemos também representar este conjunto solu¢ao por S =x € R |z < —6 ou x > —}.

Exemplo 9.2.5. 22 — 16 < 0

P -16<0e’<lb6e |r|<VIbe —4<x<4

Portanto, o conjunto solugio desta inequagdo é o conjunto (—4,4), podemos
também representar este conjunto solu¢ao por S ={r e R| —4 < x < 4}.

Exemplo 9.2.6. (z —2)? < 3z — 2
Simplificando a inequagao obtemos:

(r—-22<3r—2&1’—dr+4<32-22"—4r-32r+4+2<0&2° -T2 +6<0
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Resolvendo a equacio 12 — Tx + 6 = 0 obtemos que
22— Tr4+6=(x—1) (x—6). (9.7)

Observemos que, vt —1 >0 x>1equex—6>0< x> 6.

Portanto, temos trés intervalos reais para analisar o sinal da inequacdo x> —
Tr+6 <0, sio eles (—oo, 1), (1,6) e (6,00). Para facilitar esta andlise considere
a sequinte tabela:

(—00,1) (176) (6
x—1 — +
r—06 — —

(x—1)(z—6) + —

)

+|+[+|g

Portanto, o conjunto solu¢ao desta inequagio é o conjunto (1,6), podemos
também representar este conjunto solugao por S ={x € R|1 < x < 6}.

Exemplo 9.2.7. 22 —2+1 >0

Note que a equacio 2> — x + 1 = 0 possui A = —3 < 0 portanto esta equacdo
ndo possui solucdo real. Neste caso para resolver a inequacdo x> —x + 1 > 0,
podemos por exemplo utilizar o completamento de quadrados, com o qual obtemos
que:

) 1\* 3
r—x+1>0< x—§ +4_1>0'

1\ 2
Sabemos que (x — 5) > 0 para qualquer x € R, e que ao somar nimeros positivos
>3
o resultado é um nimero positivo, com isso podemos concluir que (m — 5) +1 >0

para qualquer x € R. Portanto o conjunto solucdo da inequacio 2> —x +1>0 €
S =R = (—o00,00).

Vale observar, aproveitando as contas acima, que a inequacio x> —x +1 <0
nao possui solucdo, logo para esta inequacdao temos S = ().

9.3 Inequacoes exponenciais

As inequagoes exponenciais sao aquelas nas quais temos a € R\ {0, 1}
elevado a um polinomio p(z).
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Para resolver estas inequacoes precisamos conhecer as propriedades de potén-
cia, bem como resolucoes de inequacoes de 12 e 2° graus, dentre outros contetidos.

Lembremos que, o caso mais simples de equacoes exponencias sao do tipo
a® = b, para a € R satisfazendoa > 0ea # 1, b € Rcom b > 0 e x € R qualquer.
Nesta situagao sendo m € R tal que b = a'™, temos que:

a*=a"=zr=m.

Sendo z € R, a € R satisfazendo a > 0 e a # 1, e b € R satisfazendo
b > 0, temos entao as seguintes possiveis inequacoes exponenciais:

nas quais ¢ possivel escrever b = a™ para algum m € R.

A resolucao das inequacgoes exponenciais se dividem em dois casos, a depender
do valor da base a, sao eles:
Caso 1: 0 < a < 1 temos que,

ou seja, nesta situacao ocorre uma inversao da desigualdade.
Caso 2: a > 1 temos que,

()
()
a"®) > a™ = p(z)
a?® > q™ = p(x)

ou seja, neste caso a desigualdade se mantém.

Exemplo 9.3.1. [~ ) > 1y’
Xem Dol — —
P 32 2

Para resolver esta inequacdo exponencial observamos que da fatoracao em pri-
mos decorre que 32 = 2°, substituindo na inequagdo e usando propriedades de
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poténcia obtemos duas poténcias com mesma base, e podemos entao passar a tra-
balhar apenas com o0s expoentes.

L x> 12<:> 1 x> 12<:> 153C> 12<:>5 <2& <2
32 9 25 9 2 2 v TSE

2
Obtemos assim o sequinte conjunto solucao, S = {m ER|z< 5}

E lo 9.3.2 2 < LY
xemplo 9.3.2. o) =\ o
Note que, 9 = 3% e 243 = 3° substituindo na inequacdio temos que,
1 T 1 4 1 T 1 4 1 2x 1 20
| <l==) ) <|l=) lz] <3 ©2x>202>10
() =) = () =() = (5) =(5) =2z
Obtemos assim o sequinte conjunto solucao, S = {x € R |z > 10}.

3 3x 8 5
Exemplo 9.3.3. (5) < (2—7)

Note que, 8 = 23 e 27 = 3% substituindo na inequacdo temos que,
5
§3x< §5<:> §3x< 2_35<:> §3J3< 23 -
2 27 2 33 2 3
3\ 3 2\ 15 3\ 3 3\ 15
b z e e -1 _
<2) <<3) @(2) <(2) S r< -1 <=5

Obtemos assim o sequinte conjunto solug¢do, S = {x € R | x < —5}. Observe que,

3 .
— = 1,5 > 1 por isso, quando passamos a trabalhar somente com os erpoentes a

desigualdade de mantém.

1 xX
Exemplo 9.3.4. (3) > 125

Note que, 125 = 5 substituindo na inequacdio temos que,
1\" _\z .
(g) >125 & (571)" >5° 57 >5
S >3 < =3
Obtemos assim o sequinte conjunto solu¢do, S = {r € R | x < —3}.
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Exemplo 9.3.5. 216% < v/36
Note que, 36 = 6% e 216 = 63 portanto,

, 2 2 2
216x<\3/36<:>(63)””<\5/@@63””<65<:>3x<§<:>x<§

2
Portanto o conjunto solucao desta inequagao é: S = {I eER|z< 5}

Exemplo 9.3.6. 0,07 > 0,000343
Para resolver esta inequacao vamos comecgar observando que:

343 73 7\°
4 = ——— T e— — p— 3
0,000343 = 1500000 ~ 108 (102) 0,07

substituindo na inequagao temos,
0,07 > 0,000343 < 0,07 > 0,07 @ z+4 <3 oz < —1.

Portanto o congunto solu¢ao desta inequagio é: S ={x € R |z < —1}.

9.4 Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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Capitulo 10

Equacoes e inequacoes

10.1 Equacoes modulares

As equacoes modulares sao equagoes que apresentam polindomios dentro
de um modulo. Como por exemplo:

p(x)] =0

Antes de comecarmos a ver exemplos destas equacoes lembremos que para um

numero real x qualquer:
—x, se <0
|| =
r, se x>0.

Além disso o médulo de um nimero real possui algumas propriedades listadas
na Proposicao 2.5.2 que serao necessarias para a resolucao de equagoes modulares.
Vejamos entao alguns exemplos de equagoes modulares resolvidas.

Exemplo 10.1.1. Suponha que a > 0. Resolva a equagio |z| = a
Pela definicao de modulo temos:

{—x:a, se © <0 :{x:—a, se <0

r=a, se x2>0. =a, s¢ x2>0.

Portanto o conjunto solugao desta equacao é S = {—a,a}.

Exemplo 10.1.2. Caso particular: |z| = 10
Pela definicao de maodulo temos:

—x =10, se <0 N r=—-10, se <0
r=10, se x>0. r=10, se x>0.

110
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Portanto o conjunto solu¢ao desta equacao é S = {—10,10}.

Exemplo 10.1.3. |2z — 2| = 10
Pela definicao de maodulo temos:

—(2x—2)=10, se (2r—2)<0 N —2r+2=10, se z<1
2 —2=10, se (2x—2)>0 20 —2=10, se xz>1

{—2&::8, se x <1 {x:—él, se v <1
=

20 =12, se x>1 r=06, se x>1.

Portanto o congunto solu¢ao desta equagao é S = {—4,6}.

Exemplo 10.1.4. [22? — 72| = 26
Novamente aplicando a definicao de modulo temos

—(22? = 72) =26, se (222 —72) <0
202 — 72 =26, se (22> —-172)>0

Como 222 =72 =0& 22> =72 & 2> = 36 & |x| = 6 € a equagao do 2° grau
202 — 72 =0 tem a > 0, fazendo o estudo de sinal desta equacao obtemos os trés
sequintes casos:

202 —72>0, se < —6
202 —72<0, se —6<x<6
202 =72 >0, se x>6

Com isso temos que a equacao inicial deve ser dwidida nos sequintes casos:

202 — 72 =26, se x< —6
= —(2x2—72):26, se —6<x<6
202 — 72 =26, se x>6

temos portanto duas equacoes para resolver, facamos elas separadamente:
207 — 72 =260 20" =98 & 1? =49 & o = £7 (10.1)

note que —7 < —6 e 7> 6 logo v = —7 e x =T sao solugoes desta equacao, agora
vejamos o outro caso,

—(22 —72) =26 & —22%+72=26 (10.2)
& 217 = —46 (10.3)
& 2? =23 (10.4)
& 1 =+V23~ 44,78 (10.5)
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note que —6 < —/23 < V23 < 6, logo x = —/23 e x = /23 sao solucoes
desta equacao. Portanto o conjunto solucao da nossa € equacao modular é:
S={-7,—-Vv23,Vv23,7} . (10.6)
Exemplo 10.1.5. Atencao! |z —4| = —2
Pela definicao de modulo temos:
—(r—4)=-2, se (x—4)<0 N —r+4=-2, se v<4
r—4=-2 se (r—4)>0 r—4=-2 se x>4

—r=-2—4, se r<4 N r=06, se rv<4
r=—-2+4, se >4 r=2, se >4
Observe que em nenhum dos dois casos o x encontrado pertence ao intervalo onde

a solucao deveria estar, pois 6 nao € menor que 4 e 2 nao € maior ou igual a 4,

além disso,
r=06=6—-4|=2|=2+# -2 (10.7)

T=2= 24 =|-2[ =24 2 (10.8)

logo esta equacio NAO tem solucdo!

Mas isso jd era de se esperar, pois lembra que |x| > 0 para qualquer v € R,
por propriedade do mddulo, logo |z — 4| > 0 como —2 < 0 entdo ndo existe v € R
tal que |x — 4| = —2. Portanto, jd sabiamos pela propriedade de mddulo que esta
equacao nao tinha solucao.

Vamos agora, sistematizar o que acabamos de ver nos exemplos acima de forma
a facilitar a aplicagao desta teoria na resolugao de equagoes modulares gerais. Para
tal consideremos uma equagao modular na forma geral

Al =B (10.9)

em que A e B sao expressoes algébricas. Pela definicao de modulo temos que

—A, se A<O
Al =
A, se A>0

logo as solucoes da equagao modular devem satisfazer
A=B ou —A=B. (10.10)

Além disso, lembremos que por propriedade de modulo |A| > 0, entdo para ser
uma solucao da equacao a varidvel x deve também satisfazer esta propriedade.
Mas como vimos no contra-exemplo acima nem toda variavel satifaz

(A=B ou —A=DB) e (|A|>0). (10.11)
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Note que, como nossa equacgao é |A| = B, logo garantir |A| > 0 é equivalente a
garantir B > 0, donde obtemos que as equagoes com B < 0 nao possuem solucao.
Resumindo temos que,

uma variavel z é solu¢do da equagdo modular |A| = B se ela satisfizer:
(A=B ou —A=B) e (B>0). (10.12)

Vejamos mais alguns exemplos resolvidos de equacoes com modulo.

Exemplo 10.1.6. |z — 2|+ |z + 4| = 10
Antes de comegcarmos a pensar em como resolver esta equagao modular observe
que B =10 > 0, entao uma das condicoes necessdrias para se obter uma solu¢ao
para o equacdo jd estd satisfeita, agora basta analisar os casos A= B e —A = B.
Para fazer esta sequnda etapa da solucao lembre-se que no exemplo Erem-
plo 6.4.6 apds simplificarmos a expressao |x — 2| + |x + 4|, considerando os casos
A<0,A=0e A>0 e obtemos:

—2x—2, se r<—4
lz—=2|+|z+4 =06, se —4<z<?2
20+ 2, se x>2.
Agora para resolver esta equacao modular vamos usar esta simplificacao da expres-

sao. Assim mote que temos trés casos para analisar, facamos eles separadamente.
Caso 1: x < —4

Neste caso, |v — 2|+ |x + 4] = —2x — 2, com isso temos que nossa equacio se
torna:
—2r—-2=10=-2rx=12=2=—6 (10.13)
como x = —6 satisfaz a inequacao x < —4, ele € uma solucao.

Caso 2: -4 <z <2
Neste caso, |v — 2| + |z + 4] = 6, com isso temos que nossa equacao se torna:

6 =10 (10.14)
o que € impossivel, donde concluimos que neste intervalo a equacao nao tem solu-
€ao.
Caso 3: x> 2
Neste caso, |x — 2|+ |x + 4| = 22 4+ 2, com isso temos que nossa equagdo se
torna:

204+2=10=2r=8=a0=14 (10.15)

como x = 4 satisfaz a inequacdo x > 2, ele € uma solugcdo da equacao.
Portanto obtemos S = {—6,4} como conjunto solucio da equagao modular

= 2| + |z + 4| =10 . (10.16)
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10.2 Inequacoes modulares

Nesta secao iremos usar as propriedades da ordem do conjunto dos ntimeros
reais e também as propriedades de moédulo de um nimero real. Neste momento
j& supomos que o leitor esta bem familiarizado com as estas propriedades, mas na
divida vocé pode consultar as propriedades que estao listadas nas Proposicao 2.5.1
e Proposigao 2.5.2.

Vejamos agora alguns exemplos de inequagoes modulares.

Exemplo 10.2.1. Suponha que a > 0. Resolva a inequagio |z| < a.
2| <a e |z’ <a® e 2 <d® (10.17)

mas,
<dderr-a?<0s (r—a)(z+a)<0. (10.18)

Vamos entio analisar quando (z —a)(z +a) < 0. Lembremos que produto de dois
numeros € negativo quando um deles for negativo e o outro positivo, com isso a
inequagdo (x — a)(x + a) < 0 € satisfeita em duas situagoes:

Caso I: z—a<0ex+a>0

r—a<0=>z<a (10.19)

r+a>0=>2r>—-a=—a<cz (10.20)

Fazendo a intersecdo dos conjuntos Ay = {xr e R |z <a} eBy ={r € R| —a <z},
obtemos A1NB; = {x € R| —a < x < a}. O conjunto A;NBy € o conjunto solug¢ao
da inequacao neste caso.

Caso 2: z—a>0ex+a<0

r—a>0=>x>a (10.21)

r+a<0=2x<-—a (10.22)

Fazendo a intersecao dos conjuntos Ay = {x € R |z >a} eBy={r € R |z < —a},
obtemos Ay N By = (). Portanto neste caso a inequacdo ndo possui solugao.
Portanto |z| <a & —a <z < a.

Exemplo 10.2.2. Caso particular: |z| <5
lz] <5< —-5<x<5h (10.23)
logo, o conjunto solucao desta inequacao é:

S =[-5,5] . (10.24)
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Exemplo 10.2.3. Suponha que a > 0. Resolva a inequagao |x| > a.
z| > a < |z|* > ® & 2? > (10.25)
mas,
P?>derr-a*>0e (r—a)(z+a)>0. (10.26)

Vamos entdao analisar quando (x — a)(x + a) > 0. Lembremos que produto de
dois niumeros € positivo quando eles tem o mesmo sinal, com isso a inequacao
(x —a)(x + a) > 0 € satisfeita em duas situagoes:

Caso 1: x—a<0ex+a<0

r—a<0=z<a (10.27)

r+a<0=z<—a. (10.28)

Fazendo a intersegao dos conjuntos Ay = {r e R |z <a}eBy={r eR |z < —a},
obtemos A1 N By = {z € R | x < —a}. O conjunto Ay N By € o conjunto solug¢ao
da inequacao neste caso.

Caso 2: x—a>0ex+a>0

r—a>0=>2>a (10.29)

r+a>0=2x>—-a (10.30)

Fazendo a intersegao dos conjuntos Ay ={r € R |z >a}eBy={r e R |z > —a},
obtemos Ay N By = {x € R |z > a}. O conjunto Ay N By € o conjunto solugao da
1mequacao neste caso.

Agora fazendo S = (A1NB1)U(A2NBy) obtemos que S = {x € R |z < —a ou z > a}
é o conjunto solugao da inequagao |z| > a.
Portanto |x| > a < v < —a ou x > a.
Exemplo 10.2.4. Caso particular: |z| > 5
lz] >be < -5 ou x>5 (10.31)
logo, o conjunto solucao desta inequacao é:

S = (=00, =5 U [5,00) . (10.32)
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10.3 Equacoes racionais

As equagdes racionais sdo dadas por quocientes/razoes de polinomios.
Como por exemplo:

onde p(x) e g(z) sdo polinémios na variavel x e g(z) # 0.
Lembre-se que nao podemos dividir por 0 (zero), logo a equacao racional

p(x)

q(z)

esta definida apenas no conjunto D = {x € R | ¢(x) # 0}.

Este subconjunto dos nimeros reais no qual a equacao estd bem definida é
chamado de dominio da equacao. A solucao de uma equacgao racional é necessari-
amente um subconjunto do dominio da mesma.

Vejamos alguns exemplos de como resolver uma equagao racional.

1 4
Exemplo 10.3.1. — = e +1
x x
Para resolver esta equacao comecamos determinando seu dominio. Para isso

lembremos que nao existe divisao por 0 (zero), logo um nimero real x pertence ao
dominio desta equacao se, e somente se, v # 0 e 3v # 0 = x # 0.
Portanto, o dominio desta equacao € o conjunto

D={xeR|z#0}.

Agora vamos resolver a equacao,

Lot (10.33)
r 3r '

precisamos tirar o mmec dos denominadores, pois 0s mesmos sao diferentes

3 _4—1—31:

— = 10.34
3z 3z ( )

3—4-—3x
—— =0 10.35
3 ( )

lembre que esta equacao € zero somente quando o numerador for zero, logo basta
olhar o numerador,
-1

1= a= (10.36)
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como _Tl € D decorre que o conjunto solucao desta equacao é

-3)

222 — 6
Exemplo 10.3.2. x—f =0
T —x
Calculando o dominio:
r—2° #0 (10.37)
r—2=0e2(1-2°)=0c2=00u2’=1=0==+I1 (10.38)

Portanto, o dominio desta equagao é o conjunto
D={zeR|z#0;z# 1,z # -1} =R\ {-1,0,1} .

Agora vamos resolver a equagao,

222 — 6z
—F =0 10.39
" (10.39)

z(2z — 6)
——= =0 10.40
z(1 — 2?) ( )

20 — 6
=0 10.41
2 (10.41)
27— 6 =0 (10.42)
z=3 (10.43)

como 3 € D decorre que o conjunto solu¢ao desta equacao €
S ={3}.

2 8

Exemplo 10.3.3. 1 — — = —
r 2P _ i
Calculando o dominio. Um nimero real x pertence ao dominio desta equacao

se:
r#0er?#A0=2#0 (10.44)
Portanto, o dominio neste caso é

D={zeR|z+£0} =R\ {0}.
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Agora vamos resolver a equacao,

como {—2,4} C D decorre que o conjunto solu¢cdo desta equagdo é
S ={-2,4} .
3 — 392 + 70 B

% 4+ 2x — 8
Calculando o dominio.

Exemplo 10.3.4.

Um nimero real x pertence ao dominio desta equagao se:
2%+ 22 — 8 #0 (10.51)

como as raizes desta equacdo do 2° grau sio —4 e 2, decorre que o dominio neste
caso é

D={zeR|z#—-4z#2} =R\ {-4,2}.

Vamos resolver a equacao.

1% Forma: Note que a equacdao é satifeita quando o numerador for zero, logo
basta resolver

2® — 392 + 70 =0 (10.52)
(z+7)(x—2)(x—5) =0 (10.53)
r=—-Toux=2o0ux=>5 (10.54)

Agora precisamos verificar quais solucoes da equagdao 2 — 39x + 70 = 0 estao
no congunto D, note que 2 ¢ D e {—7,5} C D portanto nosso conjunto solu¢do é:

S ={-7,5} .
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29 Forma: Podemos também proceder da seguinte forma:

23 — 392 + 70
— =0 10.55
x2+2x —8 ( )
— N —
(z+ D=2 =5)_, (10.56)
(x —2)(z+4)
)(x—5
(z+7)z=5) _, (10.57)
(x +4)
(x+7)(x—5)=0 (10.58)
r=—-Toux=5 (10.59)
Como v = —T7 e x = 5 nao sio raizes de x> + 2z — 8 = 0, e portanto pertecem ao
dominio D, decorre que nosso conjunto solu¢ao é:
S={-7,5}.
38— Ta? + 162 — 12
Exemplo 10.3.5. v T+ 162 =0

r—2
Calculando o dominio. Um ndmero real x pertence ao dominio desta equacao
se:

r—2#0=x#2 (10.60)
Portanto, o dominio neste caso €
D=R\{2}.

Agora vamos resolver a equacgdo, para isso vou escrever o polinémio de grau 3
na forma fatorada.

x3—7x2+16x—12_0

el (10.61)
(x — 2)(i - ;)(:c —3) _, (10.62)
(o 2)(z—3) =0 (10.63)
r1=20uzx9=3 (10.64)

como 2 ¢ D e 3 € D decorre que o conjunto soluc¢ao desta equagao é
S ={3}.

Observe que neste caso mesmo apds a simplicacao da fracao, uma das raizes da
equacao resultante nao pertence ao dominio da nossa equacao ractonal, pois ela
€ também raiz do polindémio presente no denominador da equacao original, e por
1850 nao pode fazer parte do conjunto solucao procurado.
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10.4 Inequacoes racionais

As inequagoes racionais sdo inequagoes dadas por quocientes/razoes de
polinémios. Como por exemplo:

onde p(x) e g(z) sdo polindmios na variavel x, com ¢(x) # 0.
Aqui podemos trocar > por <, < ou > e continuamos com uma
inequagao.

Lembramos que nao existe divisao por 0 (zero), logo estas inequacoes estao
definidas apenas no conjunto

D={xeR|q(x) #0}.

Este subconjunto D dos ntimeros Reais no qual a inequacao esta definida é cha-
mado dominio da inequagao. O conjunto solucao da inequagao é necessariamente
um subconjunto do dominio da inequacao.

Quando ambos os lados de uma inequacgao racional sao nao nulos, como por

p(x)

exemplo —= > 3, um dos possiveis caminhos a se seguir na resolucao da ine-
q(x)

quagdo é multiplicar ambos os lados da inequagao por ¢(x), mas para fazer isso

corretamente é necessario levar em consideragao o sinal de ¢(x), o que nos forga a

quebrar a resolugao em casos, daremos um exemplo de como fazer isso. Mas para

evitar este tipo de problema temos como sugestao seguir os seguintes passos:

1) Mova todos os termos para o lado esquerdo da inequagdo, ficando com 0 do
lado direito;

2) Escreva a expressao resultante no lado esquerdo como uma tnica fra¢do, com
numerador e denominador fatorados;

3) Determine o dominio da inequagao resultante;

4) Determine as raizes do numerador e denominador (quando for o caso) e use-os
para definir os extremos dos intervalos;

5) Construa uma tabela, relacionando os sinais de cada fator em cada um dos
intervalos, use esta tabela para fazer o estudo de sinal da inequacao racional.

6) Determine a solu¢do da inequagdo racional com base nas informagoes obtidas
na tabela.
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Apos a realizacao dos dois primeiros passos listados acima, obtemos uma ine-
quacao de uma das seguintes formas:

% <0 (10.65)
pla)
L (10.66)

nas quais o lado direito é zero. Assim para chegar ao conjunto solucao basta fazer

. : - p(x) , , : _
a analise de sinal da expressao ﬁ, para isso consideramos os seguintes casos:
q(x
. p(z) . . ,
Caso 1: ﬂ > 0 se p(z) e g(r) tem o mesmo sinal, ou seja, nos seguintes
q(x
conjuntos

Si={zeR|plx)>0eq(x) >0}

So={zeR|plx)<0eq(zx) <0}

logo o conjunto solugao da inequacao neste caso é S = S; U .S,.
Caso 22 —= < 0 se p(z) e ¢(z) tem sinais opostos, ou seja, nos seguintes

conjuntos
Ri={xeR|pz)>0eq(x) <0}

Ry={zxeR|p(x) <0eq(x)>0}

logo o conjunto solucao da inequacgao neste caso é S = Ry U Rs.

2
T —I—x+4<

0
z+1 -

Exemplo 10.4.1. 4 —

Antes de comecar a resolver a inequacdo vamos determinar seu dominio. Neste
caso para que a inequacdo esteja bem definida precisamos ter x +1 # 0 o que é
satisfeito para x # —1. Portanto o dominio desta inequacao é:

D={zxeR|z#-1}.

Para resolver a inequacao comecamos tirando o minimo mauiltiplo comum das
duas fracoes para poder efetuar a soma das fragoes, lembrando que quando o de-
nominador nao aparece ele € um.

4_x2+x+4§0:4x+4—x2—x—4§02>—x2+3x_
r+1 r+1 r+1
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Agora vamos calcular os zeros de cada uma das equacoes —x + 3z e v + 1 sepa-
radamente para poder fazer o estudo de sinal do quociente entre elas.

r+l=0&z=-1 (10.67)

— 2’43z =02(-1+3)=01=0 ou v=—3 (10.68)

Aqui alternativamente a tabela faremos o estudo de sinal da inequacao quociente
graficamente, que pode ser mais fdcil para algumas pessoas visualizar o resultado.

-3 -1 0
1 1 1
N T DR )
f f f —x” + 3x
-1 - 1+ +
o Q o r+1
1 _ 1 1
+ L 1+1 —22+ 32
=

Logo pelo jogo de sinais da figura acima, e considerando o dominio da inequa-

cao, obtemos
S =[-3,-1)U]0,400) (10.69)

como conjunto solucao desta inequacao.

10.5 Equacoes radicais ou irracionais

As equacoes radicais sao equacoes nas quais temos polinémios dentro de
raizes. Como por exemplo:

Vp(x) =0

onde n € N e p(z) é um polinémio na variavel x. Caso n € N seja par
precisamos ainda ter p(x) > 0.

Lembre-se que nao existe raiz de ordem par de ntimero negativo, logo a equagao
radical

Vp(z) =0
caso n € N seja par, estd definida apenas no conjunto D = {x € R | p(z) > 0}.
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Este subconjunto dos ntimeros reais no qual a equacao estd bem definida é cha-
mado de dominio da equagao. A solucao de uma equacao radical é necessariamente
um subconjunto do dominio da mesma.

1
Exemplo 10.5.1. ﬁ =1

Para resolver esta equacao comecamos determinando seu dominio. Nole que
aqui precisamos ter duas condigoes sendo satisfeitas:

i) Ve £0=x#0;
i) x>0 pois temos uma raiz de ordem 2.

O dominio serd portanto a intersecao dos dois conjuntos acima que € dado por:
D={zeR|z>0}.

Vamos agora resolver a equacao,

Lo (4 2 pol g5t
_— = _— = —_ = — =T
Vi N x 16

1
Como — € D esta € de fato a solugcao da equacao.

16

10.6 Inequacoes radicais ou irracionais

As inequacdes radicais sao inequacoes nas quais temos polindémios dentro
de raizes. Estas inequagoes possuem dominios com as mesmas restricoes
das equacoes radicais.

10.7 Exercicios

E 10.7.1. Resolva as seguintes equagoes racionais:

448 144 —1 —6
e -

) Tx 9x+ c) T x2+
222 — 2

b) — =10

) r — 23

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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Capitulo 11

Introducao as funcoes

Dados dois conjuntos A e B nao vazios, de nimeros reais, ou seja, A C R
e B C R. Uma aplicacao de A em B ou fungao definida no conjunto A
com imagens em B é uma regra (equagao) que diz como associar cada
elemento z € A a um tnico y € B.

Exemplos de relacoes que sao funcoes de A em B:

a a a

b b b

c c c
A B

A B A B

Exemplos de relacoes que nao sao fungoes de A em B:

Nao é funcao pois o elemento 1 € A
a esta relacionado aos elementos a e b do
conjunto B.
b
C
A

126
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Nao é funcao pois o elemento 2 € A
a nao estd relacionado com nenhum ele-
mento do conjunto B.
b
C
A B
Nao é funcao pois o elemento 1 € A
a esta relacionado aos elementos a e b do
conjunto B e o elemento 2 € A nao
b estd relacionado com nenhum elemento
do conjunto B
C
A B

Usamos normalmente a seguinte notacgao:
f:A—B (11.1)

que se 1&: f é uma funcao de A em B.
A funcao f transforma z € A em y € B. Denotamos isso da seguinte forma:

flz)=y. (11.2)
Simplificando as notacoes podemos representar as duas informacoes acima da
seguinte forma:
f:A —- B
T oy
Dada uma funcao f : A — B, o conjunto A chama-se dominio da funcao f e o
conjunto B chama-se contradominio da funcao f. Para cada z € A, o elemento

f(x) =y € B chama-se imagem de z pela funcao f. Assim o conjunto imagem
da funcao f é dado por:

Im(f)={y € B|y= f(x) para algum x € A}. (11.3)

No nosso contexto, o dominio de uma func¢ao é um subconjunto dos ntimeros
reais nos quais faz sentido aplicar a regra da funcao, e o contradominio é o conjunto
R, ou um subconjunto de R que contenha o conjunto Im(f).
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E o grafico da funcao ¢ dado por:
Gr(f)={(zx,y) e Ax Blx e Ayy= f(x) € B}. (11.4)

Exemplo 11.0.1. Considere os conjuntos A = {1,2,3} e B ={a,b,c,d} e a regra
de relacao entre estes dois conjuntos dada pelo diagrama abaizo:

Note que esta regra define uma funcao f: A — B, cujo dominio é Dom(f) =
A, contra-dominio é CDom(f) = B, e a imagem é Im(f) = {a,b,c}, observe que
Im(f) € CDom(f). Pela defini¢ao, temos que o grdfico da f serd o conjunto

Gr(f) ={(1,0);(2,¢);(3,a)}

que pode ser representado geometricamente como feito na figura abaizo:

B
d A X Im(f)
(2,0)
Co-----0
1
(1,b)n
-9 1
: : (3, a)
ag==r--rr-°
1 1 1
e e e
1 2 3 A

Figura 11.1: Grafico da funcgao f
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11.1 Operacoes com fungoes

Dadas as funcgées f : A - R, g: B —- R, se AN B # (), entao YV € AN B,
definimos as seguintes operacoes entre estas funcgoes:

(f +9)(x) = f(z) + g(x); (11.5)
(f = 9)(@) = f(x) — g(2); (11.6)
(f - 9)(z) = f(z) - g(z); (1L.7)
AT IC)
(9>( )= gy (118
(k- f)(x) =k- f(x), para k constante, (11.9)
note que:

dom(f + g) = dom(f — g) = dom(f - g) = dom(k - f) = AN B, (11.10)

N\ _
dom (5) ={r e ANB|g(x)# 0}. (11.11)

11.2 Funcao constante

E a funcao que associa todos os elementos do dominio a um tnico elemento do
contradominio. Ou seja, dado a € R fixo, a funcao f:

fR —- R
x = a,
¢ uma funcao constante.
Por exemplo, a funcao f:
f:R — R
T = 2.

E uma funcio constante. Para construir o grafico desta funcio comecamos
encontrando alguns pontos (z,y) = (z, f(z)) do gréafico, o que pode ser feito através
da seguinte tabela:

x | (x)=2| (xy)
T f-D=21(1,2)
0 | f(0)=2 | (0, 2)
1 fDH)=21 (1,2
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Apos encontrar os pontos basta marcar os mesmo o plano cartesiano e tracar
a curva que liga estes pontos com isso objetos o grafico da funcao. Neste caso o

grafico é:

Figura 11.2: Grafico da funcdo f(x) =2

11.3 Funcao identidade

A funcao Id:

Id :

¢ chamada funcao identidade real.

R — R

r = T,

Para encontrar alguns pontos (z, f(x)) do grafico desta fungao, construimos a

seguinte tabela:

x | fx)=x | x¥)
1 f(-1)=-1] (-1, -1)
0 f(0)=0 | (0,0
1] f)=1 | (1,1

Logo o grafico da funcao Id é:
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(1,1)

-3 -2 -1 (0, 0) 1 2

a1
(-1,-1)

Figura 11.3: Gréfico da fungdo Id(z) = x

11.4 Funcoes do 12 grau

As funcoes do 12 grau, ou funcoes afim sao funcgoes f : R — R dadas por:
flz) =ax+10, (11.12)

para certos a,b € R com a # 0. Note que um caso particular e ji conhecido de
fungao de 19 grau é a fungédo identidade, f(z) = z, a qual possui a =1 e b = 0.
Vejamos mais alguns exemplos de func¢oes de 19 grau.
Consideremos as fungoes f,g : R — R dadas por:
a) f(x)=x+2

b) g(z)=x—1

(8) f(z) =2 +2
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Note que o que muda na definicao destas funcoes é apenas o coeficiente b. Fa-
zendo uma anélise comparativa dos graficos destas funcoes notamos que os angulos
que as retas formam com o eixo x é o mesmo, portanto as retas sao paralelas, po-
rém o ponto de intersecio das retas com o eixo y, que sdo os pontos (0, f(0)),
(0,¢(0)) muda, ou seja, f(0) # g(0). De fato:

F0)=04+2=2 (11.13)

g(0)=0—-1=—1. (11.14)

No caso geral em que f(x) = ax + b, teremos que f(0) = a0 + b = b, portanto o
grafico de f ird intersectar o eixo y no ponto (0,b). O coeficiente b é chamado de
coeficiente linear da reta/fungdo linear.

Consideremos as funcgoes f, g : R — R dadas por:

a) f(x)=2x

b) g(z) = —2x

116.57°
o =63.43°

3 2 a1 0,00 1 2 3 ’ 3 2 1 o\0,0) 1 2 3

£

(c) flz) =22 (d) g(z) = -2z

Neste exemplos estamos mudando apenas o coeficiente a das funcoes, o que
estd alterando o angulo que as retas formam com o eixo x, ou seja a inclinacao das
retas em relacao ao eixo x. J4 o ponto de intersecao das retas com o eixo y é o
mesmo pois f(0) = g(0) = 0. O coeficiente a é chamado de coeficiente angular
da reta/funcio linear.

Licenga CC BY-SA-4.0. Contato: reamatQufrgs.br


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
reamat@ufrgs.br

11.4. FUNCOES DO 1° GRAU 133

O gréfico de uma funcao linear f : R — R dada por:
f(z) =ax+0b (11.15)

¢ uma reta com coeficiente angular a e cuja interse¢ao com o €ixo y
ocorre no ponto (0, b).

Frequentemente a equacao da reta é dada pela equacao y = mx + n, que nada
mais ¢ do que uma fungao de 19 grau, basta considerar y = f(z) o que fazemos no
contexto de funcoes para trabalhar com o grafico da funcao.

Coeficiente angular da reta

Dados dois pontos Py = (xg,y0), P1 = (21,91), com xy # 1, como na figura:

[y1 — vol

i

Figura 11.4: Coeficiente angular da reta

o coeficiente angular da reta que passa por estes dois pontos é dado por:

Y1 — Yo Yo — U
a= ou a= .
1 — Zo Ty — T1

(11.16)

De fato, dados dois pontos Py = (x,%0), P1 = (x1,11), com g # x1, pode-
mos encontrar a funcao f(z) = ax + b, cujo grafico passa por estes dois pontos
lembrando que ambos devem satisfazer a equacao da funcao assim obtemos:

Yo = axg+ b
Y1 =axr; +b
logo 4y — axg = b, substituindo na segunda equacgao decorre que:
Y1 = ary + Yo — axro = Y1 — Yo = a(xy — 1) = a = zl — io . (11.17)
1= Zo
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Este sistema linear sempre pode ser usado para encontrar a regra da funcao
linear que passa por dois pontos dados.

Exemplo 11.4.1. Vamos determinar o coeficiente angular da reta que passa pelos
pontos:

a) By=(0,2) e P, = (~2,0)

Y1 — Yo 0—2 —2
= = =—=1 11.18
“ 1 — 2o —2-0 —2 ( )
b) POZ (172) €P1:(—17—2)
— —-2-2 -4
a=1"% _ 2 (11.19)

ZL’l—ZEO_—l—l:—_Q:

Quando dados dois pontos Py = (2o, %), Pr = (z1,y1), com xy = x1, temos
uma reta vertical, cuja equacgdo é x = a para algum a € R, que nao é o grafico de
uma fungao, por isso nao iremos detalhar este caso.

Dadas duas fungoes lineares f(z) = ajz + by e g(x) = asx + by, tais que
f(x) # g(x), a partir da analise de seus coeficientes angulares podemos conhecer
a posicao relativa de seus gréaficos. Nesta situacao temos que dois casos especiais:

e Se a; = ay entao os graficos de f e g sao retas paralelas;

e Se a; - as = —1 entao os graficos de f e g sao retas perpendiculares.

Exemplo 11.4.2. Considere as fungoes g(x) = —2x+4, f(z) = —2x+2, h(z) =
:—éx + 1,5, pela andlise com coeficientes angulares temos que o0s grdficos de g e f
sao retas paralelas e os grificos g e h sao retas perpendiculares, como podemos ver
nos sequintes grdficos:

-1

-2 -2

(a) Retas paralelas (b) Retas perpendiculares
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Zeros ou raizes das funcoes lineares

Os zeros ou raizes de uma fungao y = f(x) sao os x € Dom(f) tais que
0

f(x) =0.

Desta definicao de zeros decorre que os zeros de uma funcao de 1° grau sao as
raizes da equacao ax+b = 0. Como esta equacao ¢ do 1° grau, ela possui uma tinica
raiz, logo a funcao de 1° grau também possui uma unica raiz, que denotaremos
por Z. Note que o ponto (Z,0) € R? é o ponto de interse¢ao do grafico da f com
o0 eixo x, assim podemos interpretar graficamente as raizes da nossa funcao como
sendo os pontos de intersecao do grafico da funcao com o eixo das abscissas.

11.5 Funcao (De)crescente

Dados A, B C R e uma funcao f: A — B.
Dizemos que f é uma fungao crescente em um intervalo I C A se, para
todo =,y € I,

r<y= f(z) < fy) . (11.20)

Dizemos que f é uma funcao decrescente em um intervalo I C A se,
para todo z,y € I,

r<y= f(z)> f(y) . (11.21)

Dizemos que f é uma funcao constante em um intervalo I C A se,
para todo z,y € I,

z#y= flz)=fy) . (11.22)

Exemplo 11.5.1. Seja f : R — R uma fun¢do dada por f(x) = ax + b.
Quando a >0, dados x1 < x5 € dom(f), temos que:

T < Ty = ar; < als = ax;+b < are+0b, (11.23)

portanto f(x1) < f(x2), neste caso dizemos que f € crescente.
Quando a <0, dados 1 < x5 € dom(f), temos que:

T < Ty = axy > aly = ax1 +b > are + b, (11.24)

portanto f(x1) > f(xa), neste caso dizemos que f ¢é decrescente.

Observe que no caso das funcoes de 1° grau a propriedade de ser crescente ou
decrescente € vdlida em todo o dominio da func¢do, nestes casos dizemos que € uma
propriedade global da funcao.

Licenga CC BY-SA-4.0. Contato: reamatQufrgs.br


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
reamat@ufrgs.br

136 Pré-calculo

Exemplo 11.5.2. Vamos retomar alguns dos nossos exemplos de funcoes para
classificar como crescente, decrescente e constante. Para isso considere x1 = —2
e o = 1, neste caso, x1 < Ts.

a) Sendo f(x) = 3z + 1,5, temos que

Fla) = f(—2) = % (=2 +1,5=—141,5=0,5 (11.25)
1 3 4
flw) = f) =5 1+5=5=2 (11.26)

logo f(z1) = 0,5 < 2 = f(2). Portanto f ¢ crescente.
b) Sendo f(x) = —2x + 2, temos que
Fla) =f(=2)=—2-(-2) +2=4+42=6 (11.27)
Flxa) = f(1) =—2-14+2=0 (11.28)
logo f(z1) =6 > 0 = f(xs). Portanto f ¢ decrescente.
¢) Sendo f(z) =2, temos que
Flz) = f(=2) =2 (11.29)

flaz) = f(1) =2 (11.30)
logo f(x1) =2 = 2= f(x3). Portanto f é constante.

Como jda mostramos acima que para as fungoes lineares esta propriedade é global,
para fazer esta classificacao € suficiente testar dois valores de x como fizemos
acima.

11.6 Funcgoes do 2° grau

As funcoes do 2° grau ou funcao quadratica sao funcoes f : R — R dadas por:
f(z) =az® +bx +c, (11.31)

para certos a,b,c € R com a # 0. Os zeros ou raizes das funcoes de 2° grau
f, quando existem, sao os x € dom(f) tais que az? + bx + ¢ = 0. Por ser esta uma
equacao do 2° grau temos trés situacoes a considerar, dependendo do valor de A:

A=b —4dxaxc
Se A <0 a funcao f nao possui raizes reais;
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Se A =0 a funcao f possui uma tnica raiz real;

Se A >0 a funcao f possui duas raizes reais distintas, que podem ser cal-
culadas resolvendo a equacao de 22 grau através da formula para equagoes de 2°
grau.

Por definigdo, os zeros da fungao f(z) = ax? + bx + ¢, sdo as raizes da equagao
ar? + bx + ¢ = 0, ji que estes sao os valores de x para os quais f(z) = 0. Gra-
ficamente, quando estas funcoes possuem zeros eles sao exatamente os pontos de
intersecao do grafico da f com o eixo x.

Com relacao a concavidade, o grafico da funcao de 2° grau tem concavidade
voltada para cima quando a > 0, e concavidade voltada para baixo quando
a<0.

Em ambos os casos a funcao do 2° grau possui um vértice dado pela seguinte
equacao:

-b —A
V= (2—4—)

No caso em que a > 0, o vértice do grafico da funcao de 2° grau é um ponto
de minimo da funcao.

No caso em que a < 0, o vértice do grafico da funcao de 2° grau é um ponto
de maximo da funcao.

Exemplo 11.6.1. Considere a funcio f(z) = 2>+ + 1.

Figura 11.5: Grafico da funcao f(x) =2+ 2+ 1

Observamos que:
a) A funcao f nao possui zeros.
b) O vértice de f € o ponto V = (—0,5,0,75).

¢) Esta funcao tem concavidade para cima.
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d) O wértice desta fung¢ao € ponto de minimo.
e) A funcao € crescente no intervalo (—0,5,00).
f) A funcao € decrescente no intervalo (—oo,—0,5).

Exemplo 11.6.2. Considere a funcio f(z) = 2% — 4z + 4.

Figura 11.6: Grafico da fungao f(z) = 2? — 4z + 4

Observamos que:
a) O zero de [ é S = {2}.
b) O vértice de f é o ponto V = (2,0).
¢) Esta funcao tem concavidade para cima.
d) O vértice desta func¢ao € ponto de minimo.
e) A funcao € crescente no intervalo (2,00).
f) A funcao € decrescente no intervalo (—oc,2).

Exemplo 11.6.3. Considere a funcio f(v) = 2% —x — 2.
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= (0.5, -2.25)

Figura 11.7: Grafico da fungao f(z) = 2? —x — 2

Observamos que:
a) Os zeros de f sao S = {—1,2}.
b) O vértice de f € o ponto V = (0,5, —2,25).
¢) Esta funcao tem concavidade para cima.
d) O vértice desta func¢ao € ponto de minimo.
e) A fungao € crescente no intervalo (0,5,00).
f) A funcio € decrescente no intervalo (—o0,0,5).

Exemplo 11.6.4. Considere a fungio f(z) = —x* —x — 2.

249

-0/5\;1.75)

f(x)

Figura 11.8: Gréfico da fungao f(z) = —2* — 2z — 2
Observamos que:
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a) A funcao [ nao possui zeros.

b) O vértice de f € o ponto V = (—0,5,—1,75).
¢) Esta funcao tem concavidade para baizo.

d) O vértice desta fungao é ponto de mdzimo.

e) A funcao € crescente no intervalo (—oo, —0,5).
f) A funcao € decrescente no intervalo (—0,5,00).

Exemplo 11.6.5. Considere a fungio f(z) = —x? + 6z — 9.

2?4+ 6x—9

Figura 11.9: Grafico da funcao f(x) = —2% + 62 — 9

Observamos que:
a) O zero de f é S = {3}.

b) O vértice de f é o ponto V = (3,0).

¢) Esta funcao tem concavidade para baizo.
d) O vértice desta fungao é ponto de mdzimo.
e) A fungao € crescente no intervalo (—oo,3).
f) A funcao € decrescente no intervalo (3,00).

Exemplo 11.6.6. Considere a funcio f(z) = —2? + x + 2.
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3 1Y
= (0.5, 2.25)

\
1

1

1

1
XV

1 3 4 5 6

Figura 11.10: Grafico da fungio f(z) = —2? + x + 2

Observamos que:

a) Os zeros de f sao S = {—1,2}.

b) O wvértice de f € o ponto V = (0,5,2,25).

¢) Esta funcao tem concavidade para baizo.

d) O vértice desta fun¢ao é ponto de mdzimo.

e) A fungao € crescente no intervalo (—o0,0,5).

f) A funcao é decrescente no intervalo (0,5, 00).
Exemplo 11.6.7. Considere a funcio f(z) = 2* — 2z — 3, determine:

a) Os zeros de f.

b) O vértice de f.

¢) Esta funcao tem concavidade para cima ou para baizo?

d) O vértice desta fung¢ao é ponto de mdzrimo ou minimo?

e) Qual o intervalo no qual a fun¢ao é crescente?

f) Qual o intervalo no qual a fungdo é decrescente?
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Figura 11.11: Gréafico da fungao f(z) = 2% — 2z — 3

Solugao. a) Os zeros de fsao S ={—1,3}.
b) O vértice de f & o ponto V = (1, —4).
c¢) Esta funcdo tem concavidade para cima.
d) O vértice desta fungao ¢ ponto de minimo.
e) A funcgdo é crescente no intervalo (1,00).

f) A funcdo é decrescente no intervalo (—oo, 1).

Exemplo 11.6.8. Considere a funcio f(z) = —x* + 2x + 8, determine:
a) Os zeros de f.
b) O vértice de f.
¢) Esta funcao tem concavidade para cima ou para baizo?
d) O vértice desta fung¢ao é ponto de mdzimo ou minimo?
e) Qual o intervalo no qual a fungdo € crescente?
f) Qual o intervalo no qual a fungdo € decrescente?
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Figura 11.12: Gréfico da fungao f(r) = —2% + 2z + 8

Solucao. a) Os zeros de f sdo S ={-2,4}.
b) O vértice de f é o ponto V = (1,9).
c) Esta funcao tem concavidade voltada para baixo.

)

)

d) O vértice desta fun¢ao é ponto de maximo.

e) A funcio é crescente no intervalo (—oo, 1).
)

f) A funcao é decrescente no intervalo (1, 00).

%
11.7 Funcgoes do 32 grau
As fungoes do 3° grau ou fungoes ciibicas sao fungoes f : R — R dadas por:
f(z) =ax® +bz* +cx+d, (11.32)

para certos a,b,c,d € R com a # 0. As raizes ou zeros das funcoes de 3° grau
sao os = € R tais que ax® + bx? + cx +d = 0. Assim as func¢oes de 32 grau podem
classificadas de acordo com suas raizes em 4 casos:

(I) 3 raizes reais distintas;
(IT) 1 raiz real e duas raizes complexas;

(IIT) 3 raizes reais sendo duas delas iguais;
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(IV) 3 raizes reais iguais.

Estes casos estao representados nos graficos abaixo, onde consideramos sempre
a < 0, o caso a > 0 é analogo.

Y
g(x) 22+ 627 -9+ 1 = 423 +B522+6a+1

1
(0.12, 0) /\(3.53, 0) x

-0.15, 0) X
-3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 6 7 -4 -3 -2 1 2 3 4 5 6
2.35, 0)

-1

-2 -2
-3 -3
-4 -4

(a) a<0 (b) a <0

Y
Ox+ 4 12z — 8
4

(¢) a<0 (d)a<0

Figura 11.13: Graficos de fun¢oes do 3% grau
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11.8 Funcoes polinomiais de grau n

As funcoes f : R — R com a seguinte regra geral:
f(x) = ap + a17 + az® + azz® + - - - + apz" (11.33)

para {ag,as,as,as,...a,} € Ren €N, tais que a,, # 0 sdo denominadas
funcgoes polinomiais de grau n.

Observe que as funcoes de 12, 2% e 32 grau sao exemplos de funcoes polinomiais.

11.9 Funcao definida por partes

Definicao 11.9.1. Uma funcao f : A = R, para A C R, € dita ser definida por
partes, quando particionamos o dominio A em subconjuntos U; tais que A =, Uj,
e para cada U; a funcao € dada por uma regra diferente.

Exemplo 11.9.1.
3r+4, sex <2

fl) =<7, sex =2 . (11.34)
—22+8, sex > 2

10

£

“a BE] 2 / 1 o 1 2 \3 a 5

Figura 11.14: Grafico da funcao f

Exemplo 11.9.2.

—22+1 <0
flay= T ses . (11.35)
e, sex >0
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£

Figura 11.15: Gréfico da funcao f

Exemplo 11.9.3.

—x+1, sex <1
= . 11.36
f@) {ln(x), sex > 1 ( )

Figura 11.16: Gréfico da funcao f

Exemplo 11.9.4.

2 +2r+1, sex <1
flx) =45, sex=1 : (11.37)
—xr+5, sex>1
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Figura 11.17: Gréfico da funcao f

11.10 Funcao modular

Considere a fun¢ao f: R — R, dada por f(z) = |z|, pela definicdo de modulo
temos que f é uma funcao definida por partes, da seguinte forma:

z, sex >0

flx) = 2| = {

—x, sex <0

Cujo grafico é dado por:

-2

Figura 11.18: Grafico da funcao moédulo
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Note que, Im(f) = [0, 00) e ndo todo o contradominio que no caso ¢ o conjunto
R. Além disso esta é uma funcao na qual as duas partes sao lineares.

Exemplo 11.10.1. Vamos determinar os intervalos de crescimento e decresci-
mento, caso ezxistam, da funcao f(x) = |z|. Lembramos que esta fun¢do é definida
por partes, por isso faremos a andlise em cada uma destas partes.

Caso 1: Se x < 0, temos que f(x) = —x, logo se x1 < xa,
T < Ty = —x1 > —xy = f(x1) > f(22) (11.38)
por exemplo, sendo v1 = —3 e xo = —2 temos que x1 < T,

flr) = f(=3) = =(=3) =3>2=—(=2) = f(=2) = f(a2) - (11.39)

Portanto se x < 0 temos que [ € decrescente.
Caso 2: Se x > 0, temos que f(x) =z, logo se x1 < 3

Ty < xo = f(x1) < f(x2) (11.40)
por exemplo, sendo x1 = 2 e xo = 3 temos que r1 < X3,

Portanto se x > 0 temos que f € crescente.

Exemplo 11.10.2. Consideramos agora a fun¢ao f; : R — R dada por fi(x) =
|z + 1|, observe que:
z+1>0 2> -1 (11.42)

com isso podemos reescrever a funcao fi sem os mddulos da sequinte forma:

f@):{x—kl, sex > —1

—x—1, sex < —1
Com 1ss0 a fungao modular pode ser vista como uma funcgao linear por partes.

Exemplo 11.10.3. Analogamente, para a funcio fo : R — R dada por fo(x) =
|z + 1| + 2, temos que:
c+1>0 1> 1 (11.43)

com 1sso podemos reescrever a funcao fo sem os modulos da sequinte forma:

fo(z) =

r+3, sex > —1
—x4+1, sex < —1

Com 1isso a funcao modular também pode ser vista como uma funcao linear por
partes.
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Os graficos das funcoes f, fi e f5 estao dados na figura a seguir.

Figura 11.19: Gréfico da fungao médulo

Comparando os graficos das funcoes f e f; notamos que ao somar uma cons-
tante “dentro” do moédulo transladamos o grafico da funcdo f no eixo z, e ao
comparar as funcoes f; e fo percebemos que ao somar uma constante “fora” do
modulo fazemos uma translacao do grafico da funcao f; em relagao ao eixo .

11.11 Composicao de funcoes

Definicao 11.11.1. Consideremos duas funcoes f : A — B eg: B — C, com
A,BeC C R, e note que Im(f) C B. A fun¢ao composta go f : A — C ¢
definida por:

(g0 f)(x) = g(f(x)). (11.44)
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B

Figura 11.20: Composicao de funcoes

Vejamos alguns exemplos de composicoes de funcao R — R.

Exemplo 11.11.1. Com a fun¢ao modular f(x) = |z|, e as fungdes lineares g(x) =
r+1eh(z)=x—1. Obtemos as sequintes funcoes compostas R — R:

a) (fog)(z)= flg(z)) = (fog)(z)=|z+1|;
b) (foh)(z

Em cada um dos exemplos acima sugiro observar o movimento do grdafico no plano
cartesiano.

Exemplo 11.11.2. Considere a fungcdo modular f(x) = |z|, e a fun¢ao quadrdtica
g(x) = 2> —x — 6. Temos as seguintes fungoes compostas R — R:

a) (fog)(x) = flg(x)) = |z* —x —6];
b) (g0 f)(z) = g(f(x)) = |z|* - || — 6.

Exemplo 11.11.3. Considerando a funcdo linear f(x) = —2x + 4, e a fun¢ao
quadrdtica g(x) = x*. Chegamos as funcgoes compostas

a) (fog)(z) = flg(x)) = —22° + 4
b) (g0 f)(x) =g(f(x)) = (=22 + 4)%
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Exemplo 11.11.4. Considere as funcoes reais:

flx)=—2*+8x -7 (11.45)
) a(x) = x|, sex <9
g(x) = {gm) C2-3 sez >0 (11.46)

Determine a fungao (go f)(z) = g(f(z)).

Solugao. Para fazer esta composicao como a funcao g é definida por partes pre-
cisamos qual é o conjunto imagem da funcao f. Note que f é uma funcao do
29 grau com a < 0 logo concavidade voltada para baixo, o que nos diz que
Im(f) = (—o0,y,], por tanto basta calcular o y,,

A (8 —4(=1).(=T) 36
= Y= =—=9. (11.47)

Yo =

Portanto, Im(f) = (—00,9]. Assim, considerando a defini¢do da fun¢ao g, temos
que

(9o @) =g(f(z)) = u(f(2)) = | —a* + 82— 7] . (11.48)
O

Exemplo 11.11.5. Considere as funcoes reais:

(11.49)

. filz)=—2*+8x—7, sex <6
f(z)_{fz(x):x—l, sex >6

gi(z) = la], sex <5
g(x) = g2(x) =22 —5, se5< <9 (11.50)
g3(z) =—x+22, sex >9

Determine a funcao (go f)(z) = g(f(x)).
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' ' '
-1 0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 f

Figura 11.21: Grafico da funcao f

Solugao. Como a func¢ao g esta definida por partes, para fazer a composicao pre-
cisamos entender o comportamento do conjunto imagem da funcao f. Observamos
que:

{fl +(700,6) = (=00,9) (11.51)
fo:[6,00) = [5,00) .
Com isso vemos que
g(fi(x))=|—2*>+8x—17|, se x <2
o ) e(filz) =2x(—2*+8x—7), se2<x <6
9o =)= g2(fo(z))=2*(x—1)—5, se 6 <z <10 (11.52)
g3(fa(z)) = —(x — 1)+ 22, se x > 10
O
Exemplo 11.11.6. Considere as fungoes reais:
f:10,2n] = [-1,1] (11.53)
f(z) = sen(x) (11.54)
gi(z) = =2z, sex < —1
) ge(x) =2]x], s5e —1<2<0
glw) = g3(z) =4z, se 0 <x <1 (11.55)
gi(z) =22 +3, sex>1
Determine a fungao (go f)(z) = g(f(x)).
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Solugao. Sabemos que Im(f) = [—1,1], logo

g2(f(x)) = 2|sen(x)|, se m < x < 27

g3(f(z)) =4x*sen(x), se 0 <z <7
5
4
3
2
1

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
1

Figura 11.22: Grafico da funcao (g o f)(z)

%
Exemplo 11.11.7. As fungoes:
1
o hy :R\{kx*x7|keZ}— R dada por hy(x) = sen(@)’

Figura 11.23: Gréafico da func¢ao hy(x)

1
e hy: R\ {0} — R dada por hy(x) = sen (E)
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Figura 11.24: Grafico da funcao ho(x)

1

7

podem ser entendidas como composi¢ao das fungées f(x) = sen(z) e g(x) =

com as devidas restrigoes nos conjuntos dominio. Observe que hi(x) = g(f(x)) e

ha(z) = f(g(x)).

11.12 Algumas funcoes interessantes

Funcao raiz quadrada
E a fungdo f: R, — R, dada por f(x) = v/z, cujo grafico é:

Figura 11.25: Funcao raiz quadrada

Note que neste caso o dominio da funcao sao apenas os nlimeros reais positivos,
j& que nao existe raiz quadrada de ntimero negativo.
Funcao raiz ctbica
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E a funcdo f: R — R dada por f(x) = ¥z, cujo gréifico é:

Figura 11.26: Fungao raiz cibica

Funcao reciproca
E a fungdo f: R\ {0} — R dada por f(z) = %, cujo grafico é:

Figura 11.27: Fungao reciproca

Neste caso o dominio da func¢do é o conjunto R \ {0}, pois ndo existe divisao
por 0 (zero).

Funcao floor
E a fungdo f: R — R dada por f(z) = ||, cujo grifico é:
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Figura 11.28: Funcao floor

Esta funcao aplicada em um nimero z tem como imagem a parte inteira do
namero .

Funcao ceil

E a funcdo f: R — R dada por f(x) = [z], cujo grafico é:

Figura 11.29: Funcao ceil

Esta fun¢ao aplicada em um niimero x tem como imagem o menor inteiro maior
ou igual a z.
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11.13 Fungoes injetoras e/ou sobrejetoras

e Injetora

Uma funcao f: A — B ¢é injetiva, ou injetora quando:
Ty # 19 € A= f(x1) # f(22) € B, (11.57)

ou equivalentemente usando a contrapositiva:
f(z1) = f(x2) € B= 21 = x5 (11.58)

Ou seja, quando cada elemento da Im(f) recebe um tnico elemento de
A = Dom(f), neste caso pode ocorrer de alguns elementos de B nao se-
rem imagem de nenhum elemento de A pela funcao f.

e Sobrejetora

Uma funcao f : A — B é sobrejetiva, ou sobrejetora quando para todo y € B,
existe pelo menos um elemento = € A tal que f(z) = y. Equivalentemente
em simbolos:

Vy € B,3x € A tal que f(z) =y (11.59)

Ou ainda, quando cada elemento de B recebe algum elemento de A, neste
caso podendo nao ser tinico.
¢ Bijetora

Uma funcao f : A — B é bijetora, ou bijetiva quando for simultaneamente
injetora e sobrejetora. Neste caso, f admite uma inversa que é denotada por

F0,

a a
b b
d B
A B A
Figura 11.30: Funcao bijetora Figura 11.31: Funcao sobrejetora e nao
injetora
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a
b b
C
C
Figura 11.32: Funcao nao sobrejetora e
nao injetora B

Figura 11.33: Funcgao nao sobrejetora e
injetora

Exemplo 11.13.1. 1. f:R — R tal que f(z) = 2?
Neste caso, f nao € sobrejetora, nem injetora.

Demonstracao:

e Sobrejetora
f nao é sobrejetora porque x®> > 0, Vo € R, logo se considerarmos
y < 0 € R teremos que Px € R tal que f(x) = y. Portanto f néio é
sobrejetora. O

e Injelora
Note que Vr e R= —x € R e que

f(=a) = (~a)? = (~2) % (~2) = (2) % () =2* = f(x)  (LL6O)

0 que mostra que f ndao € injetora.

2. f: Ry = R tal que f(x) = 2*
Neste caso, f nao é sobrejetora, mas € injetora.

Demonstracao:

e Sobrejetora

f nao é sobrejetora porque 2 > 0, Vo € R, logo se considerarmos
y < 0 € R teremos que px € R tal que f(z) = y. Portanto f néo é
sobrejetora. O
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e Injetora
Tome 1 = x5 € Ry qualquer, como
wy =1y = 2t = x5 = f(x1) = f(22)

logo f € injetora.

3. f:R— Ry tal que f(z) = 2?
Neste caso, f € sobrejetora, mas nao € injetora.

Demonstracao:

e Sobrejetora
Tome y € R, qualquer, como y > 0 existe x € R tal que

r=y=at=(y) =t =y= fl2) =y

portanto f é sobrejetora.
e Injetora
Note que Ve e R = —x € R e que

f(=2) = (=2)" = (—2) * (—z) = (2) * () = 2" = f(2)

0 que mostra que f nao € injetora.

4. [ Ry = Ry tal que f(z) =2% ou f:R_ — Ry tal que f(x) = 2?

Neste caso, f € sobrejetora, e € injetora, portanto bijetora.

Demonstracao:

e Sobrejetora
Tome y € R, qualquer, como y > 0 existe x € R tal que

r=y=a'= (Y=t =y=fl2) =y

portanto f € sobrejetora.
e Injetora
Tome 1, x5 € Ry, tais que f(x1) = f(x2) logo,

(11.61)

(11.62)

(11.63)

(11.64)

f(xl):f(%)ix%:x%j\/37%:\/37§:>’551|=\I2’:>371=$2,

pois x1,xy = 0. Portanto f € injetora.
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11.13.1 Funcao inversa

Considere uma funcao f : A — B, para A, B C R. Se existir uma funcao
g: B — A tal que:

(gof)(x)=z,Vx €A e (fog)(x)=z,YVz€B

dizemos que f é inversivel e que g é a inversa de f. Denotamos por g = f~ 1.
Ficamos com a seguinte pergunta: Quando existe f~? E a resposta é:

Uma funcao f: A — B é inversivel se, e somente se, f for bijetora, ou
seja, injetora e sobrejetora.

Exemplo 11.13.2. A funcio f : R — R dada por f(x) = x + 2 € injetora, e
sobrejetora portanto, existe uma fun¢do g : R — R dada por g(x) = x — 2, tal que:

(fog)z) = (x—2)+2=0—-24+2=2x (11.66)
= (fog)(zx) = Id(x) (11.67)
e ainda,
(gofi(z) = (z4+2)—2=x+2-2=z (11.68)
= (9o f)(z) = Id(), (11.69)
logo g = f~! é a funcdo inversa de f.

Figura 11.34: Composta das fungoes f e g
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11.14 Paridade de uma funcao

Dada um funcao f: R — R.

Dizemos que f é uma fungao par se, para todo x € R,

f(=x) = f(z) .

Dizemos que f é uma fungao impar se, para todo x € R,

f(=z) = =f(z) .

Exemplo 11.14.1. a) A fun¢ao f(z) = x é uma fungdo impar;
f(oa) = —2 = ~f(2)

b) A fungdio f(x) = x* é uma funcao par;

Exemplo 11.14.2. Vamos analisar a paridade de fun¢ao modular f(z) =

Caso 1: Se x <0,

Portanto f € uma funcao par.
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11.15 Mudando os graficos das funcoes

11.15.1 Translacao do grafico das funcoes

Dados A, B C R e uma fun¢do f(x) : A — B, definimos a fun¢io translagao
de f no eixo y, pela func¢do g(z) : A — B, dada por g(z) = f(z) + ¢, onde c € R
¢ uma constante.

Exemplo 11.15.1. Considere a funcdio f(x) : R — R, dada por f(z) = x°.
Defina as sequintes funcoes g : R — R dada por g(x) = f(x) +2 = 22 + 2, e
h: R — R dada por h(z) = f(z) — 2 = 2* — 2, observe na sequinte figura como
estas translagoes alteram o grdafico da funcao f, note a funcao g carregou o grdfico
da f duas unidades “para cima” no eixo y, jd a funcao h carregou o grdafico da f
duas unidades “para baixo” no eiro y.

=y

(0, 2)

-4 -3 -2 -1 o] (0, 0)1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 o] (0, 0)1 2 3 4

-2
(0, -2)

=3 =3

(a) Gréficos das fungoes f e g (b) Graficos das fungoes f e h

Figura 11.35: Transla¢ao no eixo y

Dados A, B C R e uma funcdo f(z) : A — B, definimos a fun¢do translacao

de f no eixo z, pela func¢do g(x) : A — B, dada por g(z) = f(z +¢), onde c € R
é uma constante.

Exemplo 11.15.2. Considere a funcio f(x) : R — R, dada por f(z) = x°.
Defina as sequintes fungoes g : R — R dada por g(z) = f(x +2) = (x +2)?, e
h:R — R dada por h(z) = f(x — 2) = (v — 2)?, observe na sequinte figura como
estas translagoes alteram o grdfico da funcao f, note a funcdao g carregou o grdfico
da f duas unidades “para @ esquerda” no eixo x, jd a funcdao h carreqou o grdfico
da f duas unidades “para o direita” no eixo x.
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Ty Ty
f f h
5
9
4 4
3
2 2
1 1
o X ° X
-4 -3 -2 -1 o] 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 o] 1 2 3
(-2, 0) (0.0 (0.0 (2, 0)
1 1
2 -2
=3 =3
(a) Graficos das funcgbes f e g (b) Graficos das fungoes f e h

Figura 11.36: Translagao no eixo x

11.15.2 Reflexao do grafico das fungoes

Dados A, B C R e uma funcao f(z): A — B, definimos a funcao reflexdo de f
no eixo x, pela funcao g(z) : A — B, dada por g(z) = —f(z) .

Exemplo 11.15.3. Considere a funcao f(z) : R — R, dada por f(z) = 2. Defina
a fung¢io g : R — R dada por g(x) = —f(x) = —2?, note que g € por definicio a
reflexao da funcao f em torno do eixo x, como pode ser visto pela figura:
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9

Figura 11.37: Reflexao no eixo z

Dados A, B C R e uma funcdo f(z) : A — B, definimos a funcio reflexdo de f
no eixo y, pela fungéo g(x) : A — B, dada por g(x) = f(—x) .

Exemplo 11.15.4. Considere a fungio f(z) : R — R, dada por f(x) = x3. Defina
a funcao g : R — R dada por g(z) = f(—z) = (—x)3, note que g € por definicio a
reflexao da funcao f em torno do eixo y, como pode ser visto pela figura:

<

Figura 11.38: Reflexao no eixo y
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Resumindo, dados A, B C R, uma fun¢do f(z) : A — B, e uma constante
¢ € R obtemos as seguintes fungoes g : A — B:

Mudanca Funcao
Translagiao no eixo y | g(x) = f(z) +¢
Translacdo no eixo y | g(z) = f(x) — ¢
Translacao no eixo = | g(x) = f(x + ¢)
Translagao no eixo = | g(x) = f(x — ¢)

Reflexao no eixo x| ¢g(z) = —f(z)
Reflexao no eixo y g(x)

11.16 Exercicios

E 11.16.1. Uma bolsa de valores tinha um preco de R$ 42,00 quando sofreu
uma queda de R$2, 50 por dia, durante 5 dias seguidos.

a) Qual é a fungao que representa a queda do valor dessa acao em funcao do dia?

b) Represente, no plano cartesiano, os pontos correspondentes a esses 5 dias e o
segmento de reta que passa por esses pontos.

E 11.16.2. Um téxi, realizando uma corrida, cobra uma taxa fixa denominada
bandeira de R$3,50 e R$0,80 por quilometro rodado. Com base nesses dados,
determine:

a) A funcdo que representa o valor pago por uma corrida de x quilometros.

b) Quantos quilometros foram rodados se a conta foi de R$ 17, 10.

E 11.16.3. Para cercar um terreno, tem-se duas opgoes: 12) Taxa de entrega
no local R$ 100,00 e R$12,00 o metro linear de cerca. 2%) Taxa de entrega no
local R$ 80,00 e R$ 15,00 o metro linear de cerca.

a) Represente o custo de cada opgao para x metros de cerca.

b) Qual das duas op¢oes ¢ mais vantajosa para 140m de perimetro.

E 11.16.4. No Brasil, o sistema de numeracao de sapatos ou ténis é baseado na
formula N(p) = 5”1’28, que indica o valor aproximado do nimero do calcado N em
funcao do comprimento p, em centimetros do pé da pessoa. Determine o nimero
do sapato ou ténis que uma pessoa deve comprar se, ao medir o comprimento de

seu pé obteve:
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a) 22,8 cm
b) 24 cm

¢) 26,4 cm
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Capitulo 12

Trigonometria

Possivelmente seu primeiro contato com trigonometria, foi ao estudar a trigo-
nometria no triangulo retangulo, neste caso definimos as funcoes trigonométricas
como razoes entre os lados do tridngulo e estamos restringindo seu dominio aos
angulos entre 0° e 90°. Quando a trigonometria aparece novamente nos curricu-
los ela ressurge através do circulo trigonométrico, que no comeco fica restrito a
compreensao da primeira volta do circulo ou seja angulos entre 0° e 360°, para
depois ainda sobre o circulo aumentar o dominio da funcao. Antes de estudarmos
as funcoes trigonométricas com dominio real vamos relembrar como este conceito
era abordado nestes dois contextos ja conhecidos.

12.1 Triangulo retangulo

Considere o tridngulo retangulo, (triangulo que possui um de seus angulos
internos medindo 90°), como na figura abaixo:

Hipotenusa

Cateto oposto a a
90° A
A a
A !
C
Cateto adjacente a a

Figura 12.1: Triangulo retangulo
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para este triangulo temos que é valido o seguinte teorema:

Teorema de Pitagoras
a® = b% + 2. (12.1)

Nota histérica: De acordo com Howard Eves, em seu livro: "Introducao a
historia da Matemdtica”, acredita-se que Pitadgoras nasceu por volta de 572 a.c.
na ilha egéia de Samos, e apesar deste teorema levar seu nome, este resultado ja
era conhecido pelos babilonios dos tempos de Hamurabi, mais de um milénio antes,
mas sua primeira demonstracao geral pode ter sido dada por Pitagoras.

Este ¢ um resultado importante, ji que com ele é possivel encontrar o valor de
um dos lados do triangulo, nos casos em que nao temos todos os lados dados.

Para este triangulo, as funcoes seno, cosseno e tangente sao dadas pelas seguin-
tes razoes trigonométricas, nesta ordem:

Funcoes trigonométricas

c CO b CA c CO
sen(a) = Pl cos(ar) = =T tan(a) = L= OA
Como a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°, e estamos aqui
tratando de um triangulo retangulo, decorre que neste caso 0° < a < 90°.
Destacamos aqui os valores do seno, cosseno e tangente dos dngulos notdveis
que sao os mais conhecidos:

0° | 30° | 45° | 60° | 90°
V2 | V3
sen | 0 \% \/7; ¥
1
COS 1 5 -5 3 0
tan | 0| 2 | 1 | V3] %

Na proxima se¢ao veremos como utilizar estes valores para calcular seno, cos-
seno e tangente de angulos maiores que 90°.

12.2 Circulo trigonométrico
No plano cartesiano, consideremos um circulo de centro na origem e raio 1,
neste circulo representamos as imagens das fungoes trigonométricas aplicadas a

0° < a < 360°. Como mostra a seguinte figura:
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180°=n

tan

0°=360°=2 1

210°

270°

Figura 12.2: Circulo trigonométrico

No circulo trigonométrico acima, temos destacado o angulo de 30° formado
pelo raio do circulo com o eixo x. A projecao ortogonal deste raio sobre o eixo
x determina um segmento cujo comprimento ¢ o valor do cos(30°), sobre o eixo
y determina um segmento cujo comprimento ¢ o valor do sen(30°), e sobre a
reta tangente determina um segmento cujo comprimento ¢ o valor da tan(30°).
Podemos aqui trocar o angulo de 30° por qualquer outro valor e encontraremos os
valores do cosseno, seno e tangente deste novo angulo da mesma forma.

A partir do circulo trigonométrico concluimos que:

120° 135° 150°
sen | sen(60°) sen(45°) sen(30°)
cos | —cos(60°) | —cos(45°) | —cos(30°)
tan | —tan(60°) | —tan(45°) | — tan(30°)

210° 225° 240°
sen | —sen(30°) | —sen(45°) | —sen(60°)
cos | —cos(30°) | —cos(45°) | — cos(60°)
tan | tan(30°) | tan(45°) | tan(60°)

300° 315° 330°
sen | sen(60°) sen(45°) sen(30°)
cos | cos(60°) cos(45°) cos(30°)
tan | —tan(60°) | —tan(45°) | — tan(30°)
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Os angulos podem também ser representados em radianos, respeitando a se-
guinte relagao: m radianos = 180°

Usando esta relacao podemos transformar graus para radianos e radianos para
graus, vamos ver dois exemplos:

Exemplo 12.2.1. Qual a medida em graus do dngulo que mede Jrad?
Resolucgao:
Sabemos que wrad = 180°, portanto usando a regra de 3 abaixo consequimos
encontrar o valor em graus deste angulo:

Graus Radianos
180 = =«
T
r = —
4

usando a propriedade da proporcionalidade, ou seja, multiplicando cruzado temos:
180'§:W'I:>7T~ZIJ:¥:>$:%:>$:45O~
O

Exemplo 12.2.2. Qual a medida em radianos do dngulo que mede 30°7
Resolucao:

Sabemos que mrad = 180°, portanto usando a regra de 3 abairo consequimos
encontrar o valor em graus deste dangulo:

Graus Radianos
180 = =«
30 = «x

usando a propriedade da proporcionalidade, ou seja, multiplicando cruzado temos:

18O~x:7r-30:>x:?1’%g:>x:%md.

O
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12.3 Identidades trigonométricas

Identidades de quociente

tan(z) = S8 o) = @) (12.2)
cos(z) sen(x)
Identidades reciprocas
1 1 1
= = t =
sec(z) cos(x) cso(z) sen(x) cot(z) tan(z)
Identidades pitagoricas
2 20N _ 2 a2 2 a2

sen”(x) + cos”(z) =1 tan®(z) + 1 = sec”(x) cot“(z) + 1 = esc”(x)

Identidades associadas & paridade
sen(—x) = —sen(x) cos(—z) = cos(z) tan(—x) = — tan(z) (12.3)

Identidades de arcos complementares

sen (g — a:) = cos(x) Cos (g — x) = sen(x)

tan <g — x) = cot(x) cot <g — x) = tan(z)

cse (g - x) = sec(x) sec (g - x) = csc(x)

Foérmulas de adicao e subtragao
Seno

sen(a +b) = sen(a) - cos(b) + sen(b) - cos(a)

sen(a —b) = sen(a) - cos(b) — sen(b) - cos(a)
Cosseno
cos(a+b) = cos(a)-cos(b) —sen(a) - sen(b)

cos(a —b) = cos(a) - cos(b) + sen(a) - sen(b)
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Tangente
tan(a) + tan(b)
t b) =
an(a + ) 1 — tan(a) - tan(b)
tan(a — b) — tan(a) — tan(b)

12.4 Exercicios

1 — tan(a) - tan(b)

E 12.4.1. Calcule o valor da tangente, quando existir, dos seguintes angulos:

E 12.4.2. Dado o angulo a = 50°, sabendo que sen(50°) = 0, 766. Determine:

a) O valor do cos(a).

b) O valor da tan(«).

E 12.4.3. Dado o angulo a = 140°, sabendo que sen(140°) = 0, 76428. Deter-

mine:
a) O valor do cos(a).

b) O valor da tan(«).

E 12.4.4. Dado um triangulo retangulo contento um angulo «, com cateto
adjacente a este angulo sendo ¢ = 5c¢m e a hipotenusa do triangulo sendo a =

8, 72cm. Determine:
a) O valor do cos(a).
b) O valor do sen(«).

c¢) O valor da tan(a).
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E 12.4.5. Dado um triangulo retangulo contento um angulo «, com cateto
oposto a este angulo sendo ¢ = 5em e sen(a) = 0, 7771, Determine:

a) O valor do cos(«).

b) O valor da tan(«).

E 12.4.6. Dado o angulo o = 200°, sabendo que cos(200°) = —0,9397.
Determine:

a) O valor do sen(«).

b) O valor da tan(«).

E 12.4.7. Dado o angulo a = 350°, sabendo que sen(350°) = —0,1736.
Determine:

a) O valor do cos(a).

b) O valor da tan(«).

E 12.4.8. Uma escada que mede 5m estd apoiada em uma parede. Sabendo-se
que ela forma com a parede um angulo 5 e que
VT

sen(f) = 5 (12.4)

Qual é a distancia de seu ponto de apoio no solo até a parede?

E 12.4.9. Quando o Sol se encontra a 60° acima do horizonte, uma arvore
projeta sua sombra no chao com o comprimento de 8m. Determine a altura dessa
arvore:

E 12.4.10. Quando o Sol se encontra a 45° acima do horizonte, um poste de
iluminagao projeta sua sombra no chao com o comprimento de 12m. Determine a
altura desse poste:

E 12.4.11. De acordo com o comandante e consultor técnico da ABEAR,
Paulo Roberto Alonso, “o aviao parte do solo em um angulo de 15 graus, medida
essa que vai reduzindo durante a subida”. Para facilitar nossos célculos suponha-
mos que esta medida nao se altere. Supondo que a regiao sobrevoada pelo aviao
seja plana, qual serd a altura atingida pelo aviao depois de percorrer 900m?

E 12.4.12. Uma menina de 1,5m de altura avista o ponto mais alto de um
morro, a partir de um angulo de 20°. Considerando que ela estd a uma distancia
de 300m da base do morro, calcule a altura (h) deste ponto.
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Capitulo 13

Funcoes trigonomeétricas

Vamos agora definir as funcoes trigonométricas no maior subconjunto real pos-
sivel, e estudar o comportamento de seus graficos. Mas para que este estudo seja
completo precisamos antes definir os conceitos de periodo e amplitudade que sao
particularmente utéis para a compreenssao das fungoes trigonométricas.

Estas fungoes fazem parte do grupo de fungoes periddicas, que sao as fungoes
que satisfazem a seguinte defini¢ao.

Definicao 13.0.1. Uma funcdio f : R — R € denominada periddica quando eziste
um numero real positivo P tal que

f(e+P) = f(a) (13.1)

para todo x no dominio da f. O menor niumero real positivo P que satisfaz esta
propriedade € denominado periodo de f.

Assim para entender seu comportamento em R basta conhecer como ela se
comporta em um periodo.

Além de periddica algumas funcoes trigonométricas sao limitadas, ou seja ad-
mitem um valor maximo e um valor minimo, e para estas funcoes podemos definir
o conceito de amplitude como segue.

Definicao 13.0.2. A amplitude de oscilacio A de uma funcao limitada € dada
por

A= M (13.2)

De posse deste conceitos passamos agora para a defini¢ao das func¢oes trigono-
métricas.

e Funcado Seno: f: R — [—1,1] dada por f(x) = sen(z), cujo grafico é:

174
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Figura 13.1: Gréfico da fungao f(x) = sen(x)

e Funcdo Cosseno: f: R — [—1,1] dada por f(x) = cos(z), cujo grafico é:

Figura 13.2: Grafico da funcao f(z) = cos(x)

Geometricamente podemos observar que o comportamento do grafico das
fungdes seno o cosseno no intervalo [0, 27] se repete em cada intervalo de
comprimento 27. Isso pode ser visualizado também olhando para o circulo
trigonomeétrico, por exemplo quando estamos olhando para um angulo 6 =
4m+7 estamos apenas dando duas voltas no circulo trigonométrico e andando
mais 7, por isso:

sen(4r + g) =sen(—) , (13.3)

cos(4m + 2) = cos(—) , (13.4)

funcoes com esta propriedade de repeticao de comportamento sao denomi-
nadas funcoes periddicas, e o intervalo que se repete é chamado de periodo.

Por interpretacao do circulo trigonométrico vemos que, para todo = € R:
sen(z + 2m) = sen(x) , (13.5)

cos(x + 27) = cos(x) , (13.6)

logo as funcgoes seno e cosseno sao de fato func¢des periodicas de periodo 27.
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Além disso note que ambas as funcoes seno e cosseno sao limitadas, com
Ymaz = 1 € Ymin = —1, portanto para ambas temos sua amplitude sera:

Ymaz — Ymin 1-— (—1) 1+1
2 2 2 ( )

Para as demais funcgoes trigonométricas que apresentaremos a seguir, convi-
damos o leitor a observar que elas nao sao limitadas e por este motivo nao
faz sentido falar de amplitudade para estas funcgoes.

e Fun¢do Tangente: f : R\ {#|k € Z} — R dada por f(z) = tan(z), cujo
grafico é:

2n

U A - A
E]
<
[N}

S S P P DU P
2
N
)
3
e e b e e e e T
El
N
El
s e
T
N
=)
e e - & LR S
N
=
L U 7 U U PR DU
2
N

Figura 13.3: Grafico da func¢ao f(x) = tan(z)

sen(z)
cos(x)
tangente como o conjunto dos x € R tais que cos(x) # 0.

Lembramos que tan(z) = , logo podemos entender o dominio da fungao

[

Note que o comportamento do gréafico da fun¢ao tangente no intervalo | —7,
se repete indefinadamente, e ainda

vl

tan(x) = tan(x + ) (13.8)

donde concluimos que a fun¢ao tangente é uma funcao periodica de periodo
TT.

e Funcdo Cossecante: f : R\ {kr|k € Z} — R dada por f(z) = csc(z), o
grafico desta funcao é:
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3

Figura 13.4: Grafico da funcao f(z) = csc(x)

1
sen(x)
junto dos = € R tais que sen(x) # 0.

Como csc(x) = o dominio da fungao cossecante é exatamente o con-

Ao observar o grafico da funcao cossecante notamos que o gréafico da funcao
no intervalo |0, 7[U]r, 27| se repete indefinidamente, e ainda

cse(x 4 2m) = csc(x) (13.9)
logo esta ¢ uma funcgao periddica, com periodo 27.

e Fun¢do Secante: f : R\ {&|k € Z} — R dada por f(z) = sec(z), com
grafico dado por:

Yy~ S S S
2
N
[
3
e e T
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N
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N
)
Bl
S S . 1 S S
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2
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Figura 13.5: Gréfico da funcao f(z) = sec(x)
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1
Como sec(z) = @) o dominio da funcao secante é o conjunto dos v € R
cos(w
tais que cos(z) # 0.
Ao observar o grafico da funcao secante notamos que o intervalo que se repete
r n

neste caso ¢ |55, Z[U]5, 2], e ainda que

sec(z + 2m) = sec(x) , (13.10)
logo esta é uma func¢ao peridédica com periodo 2.

Funcao Cotangente: f : R\ {k7n|k € Z} — R dada por f(x) = cot(z), cujo
grafico é:

i

B e e B e
3
&y,
N
El

Figura 13.6: Gréfico da fungdo f(x) = cot(x)

cos(z)

Lembramos que cot(z) = logo o dominio da funcao cotangente é o

sen(x)
conjunto dos = € R tais que sen(x) # 0.

J& no grafico da funcao cotangente vemos a repeticao do comportamento do
intervalo |0, 7[, e temos que

cot(x + m) = cot(x) (13.11)

portanto esta ¢ uma funcao periédica de periodo 7.
Funcgoes Inversas

As funcoes trigonométricas admitem inversas quando restringimos seus do-
minios a um dnico periodo da fung¢ao, assim temos por exemplo as seguintes
funcoes:
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e [ungdo Arco Seno: f : [-1,1] — [F, §] dada por f(z) = arcsen(z), que

também denotamos por sen~!(r) = arcsen(z), neste caso o grafico sera:

/2 |

-T/2 |

Figura 13.7: Grafico da funcao f(x) = arcsen(x)

e Funcgao Arco Cosseno: f : [—1,1] — [0,7] dada por f(z) = arccos(z), que
também denotamos por cos™!(x) = arccos(r), neste caso temos o seguinte
gréfico:

n/

-/2 |

Figura 13.8: Gréafico da fungao f(x) = arccos(x)

e Fungao Arco Tangente: f : R —]|5%, 7[, dada por f(z) = arctan(z) que
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também denotamos por tan~!(x) = arctan(x), neste caso o grafico sera:

Figura 13.9: Grafico da funcao f(z) = arctan(z)

13.1 Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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Capitulo 14

Funcoes exponenciais e logaritmicas

14.1 Funcoes exponenciais
Sao fungoes f: R — R tais que:
f(z) =a" (14.1)

onde é dado a € R, satisfazendo 0 < a e a # 1. Estas fungoes sao
chamadas fungoes exponenciais de base a.
Observe que:

e exigimos que a constante a fosse positiva para garantir que a funcao estivesse

1 ~ 2

definida para todo x real (lembre-se que, por exemplo, v/a = a2 nao esta
definida para a negativo);

e excluimos a = 1, pois 1¥ = 1 para todo z real, de modo que f(z) = 1% é uma
funcao constante.

Exemplo 14.1.1. Considere a fungao f: R — R% dada por,

flx) =27, (14.2)
vamos determinar alguns pontos do grdfico da funcao f.

x flz) =2° y
2| f(-2)=22= | 5

—F 1
1| f(-)=2"1r=—| =
0 f(0) =2Y 1
1 f(1)y =21 2
2 f(2) =22 4
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Marcando estes pontos no plano cartesiano e ligando obtemos o sequinte grdfico
para esta funcao.

IS

w

N

Figura 14.1: Graficos da funcao f(x) = 2*

Observe que neste caso a funcao é crescente, veremos que sempre que 1 < a a
fungdo exponencial f(x) = a® serd crescente e seu grifico serd parecido com este.

Exemplo 14.1.2. Considere a fung¢ao f: R — R% dada por,

f(z) = (%)z : (14.3)

vamos determinar alguns pontos do grdifico da funcao f.

| f@=(3) |
2| f(-2)= (%) Ay
1) = (%)1 — o1 | 9
0 £(0) = (%)0 1
L= (%) -
2> | fe) = (%) ;

Marcando estes pontos no plano cartesiano e ligando obtemos o sequinte grdfico
para esta funcao.
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1 x
Figura 14.2: Graficos da funcao f(x) = (5)

Observe que neste caso a fungao é decrescente, veremos que sempre que 0 <
a <1 a fungao exponencial f(x) = a® serd decrescente e seu grdfico serd parecido
com este.

Para facilitar a comparacao dos graficos das funcoes dos dois tltimos exemplos
observe o plano cartesiano abaixo no qual temos os dois graficos, note que eles sao
simétricos em relagao ao eixo y.

Figura 14.3: Comparando graficos de fungoes exponenciais
Exemplo 14.1.3. Um caso especial de funcao exponencial é quando a = e, assim
f R = RY serd dada por:
flz) =e (14.4)
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como e = 2, 7182818 - - - decorre que 1 < e logo esta funcao é uma funcgao crescente,
e seu grifico é:

Figura 14.4: Graficos da fungao f(z) = €*

Propriedades: Sejam a,b € R \ {1} e z,y € R, nestas condicoes as seguintes
propriedades sao satisfeitas:

1. a*a¥ = a**V;

2. (a®)¥ = a™,

3. (ab)® = a™b";

4. Se0<a<lex<y,entdo a” > a?, logo a fungao f(x) = a” é decrescente.
5)

. Sel<aex<y,entdo a” > a?, logo a fungao f(x) = a” é crescente.

De (4) obtemos que f(z) = a*, a > 1, é estritamente crescente em R. De (5)
obtemos que f(z) = a”, 0 < a < 1, é estritamente decrescente em R. Portanto
Va > 0e a # 1 temos que a fun¢do exponencial f(z) = a” é bijetora.

Além destas sao validas aqui também todas as propriedades de poténcias que
j& sao conhecidas do leitor.

14.2 Funcoes logaritmicas
Sao fungoes f: R} — R tais que:

f(z) = log,(x) (14.5)

onde ¢ dado a € R satisfazendo 0 < a e a # 1. Estas fung¢oes sao
denominadas fungoes logaritmicas de base a.
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Observemos que dado um ndmero real @ > 0 e a # 1, para cada y > 0
existe um tnico nimero real x tal que a* = y, ji& que como visto anteriormente
a fungao exponencial f(z) = a® é bijetiva. Podemos assim definir o logaritmo
de y na base a como sendo o nimero real x tal que a® = y. Simbolicamente,

log,(y) =z < a" =y.

Portanto, as funcoes logaritmica e exponencial sao inversas uma da outra.

Exemplo 14.2.1. Considere a funcao h : RY — R tais que:

h(zx) = logy(z) .

Vamos encontrar alguns pontos do grifico da funcao h.

916 hgx) = 10g2(96)1 y
5| (5) =om (5) | -
IDOEROIE
o) ()
1| h(l)=log,(1) | 0
2 [ h(2) =log,(2) 1
4 h(4) = log,(4) 2
8 h(8) = log,(8) 3
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Figura 14.5: Graficos da func¢ao h(z) = log, ()

Observe que a funcio h(x) = logy(x) € estritamente crescente, veremos que
sempre que 1 < a a fung¢ao h(x) = log,(x) serd estritamente crescente e seu

grdfico serd parecido com este.
Exemplo 14.2.2. Considere a funcao h : R} — R tais que:
h(z) = log%(x) :

Vamos encontrar alguns pontos do grifico da fung¢ao h.

AR CETONE,
s
1 h 1 :log% 1 2
Y (0

JUORTTOIE
2 h(2) = log%(Q) -1
4 h(4) log%(él) -2
S| hE) =log:(8) | -3

1 1—@1y—1<:>1y—13<:>—3
%:\8) Y7 \2) 87 \z) " \2) TV
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Figura 14.6: Gréficos da fungao h(x) = log /()

Observe que a fungdo h(x) = log, (x) € estritamente decrescente, veremos que

sempre que 0 < a < 1 a fung¢ao h(x) = log,(x) serd decrescente e seu grifico serd
parecido com esle.

Para facilitar a comparacao dos graficos das funcoes dos dois tltimos exemplos

observe o plano cartesiano abaixo no qual temos os dois graficos, note que eles sao
simétricos em relagao ao eixo .

i
".

h{z} = log;(:v)

1
)
1
1
\
\
\

Figura 14.7: Comparando graficos de func¢oes logaritmicas

Exemplo 14.2.3. Um caso especial de funcao logaritmica é quando a = e, assim
h: R} — R serd dada por:

h(z) = log.(z) = In(x) (14.16)
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esta funcao € chamada logaritmo neperiano, que é uma funcao crescente, e seu
grdfico é:

h(z) = In(z)

Figura 14.8: Graficos da funcao h(x) = In(x)

Propriedades: Sejam a,b € R’ \ {1}, e k uma constante real qualquer. Se
z,y € R%, entao:

1.

2

3.

log,(a) = 1;

log, (1) = 0;

log,(z - y) = log,(z) + log,(y);
log, () = log, () — log, (y);
log,(z") = klog,(v);

log,(a") = n;

(Mudanga de base)

_ logy(). (14.17)

log,(z) = og, ()

Se0<a<1lez<y,entdo log,(x) > log,(y), logo a fungdo h(x) = log,(x)
é decrescente;

Sea >1eux <y, entdo log,(z) < log,(y), logo a fun¢ao h(x) = log,(z) é
crescente.
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Vamos agora demonstrar algumas destas propriedades.
Propriedade 1: log,(a) = 1, note que:

log,(a) =y ad'=asad=d y=1 (14.18)
0J
Propriedade 2: log,(1) = 0, note que:
log,()=yed =1d=d"<y=0 (14.19)
0

Propriedade 3: log,(z - y) = log,(x) + log,(y), para tal definimos:

=z < b=log,(v)

a°=y & c=log,(y)
a" =2 & b4c=log,(2)

com isso obtemos que

r-y=a"-a°=a"" =2 (14.20)

portanto,
b+ ¢ =log,(z) = log,(x) + log,(y) = log,(x - y) (14.21)
U

Propriedade 4: log, <§> = log,(z) — log,(y), para tal definimos:

o=z < b=log,(v)
a“=y & c=log,(y)
"=z & b—c=log,2)

com isso obtemos que

LY e, (14.22)
y a°
portanto,
b—c=log,(z) = log,(x) — log,(y) = log, (E) (14.23)
)
O

Propriedade 5: log,(2*) = klog,(z), note que,

loga(l'k) = loga (J,’ T J}) = loga(x) + lOga(ZE) +ot lOga(ZL') =k- loga(l')

-— -—
k—vezes k—vezes

(14.24)
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0J

Propriedade 6: log,(a™) = n, note que:
log,(a") =n-log,(a) =n-1=n (14.25)
U

Anteriormente comentamos que a funcdo exponencial de base a tem como in-
versa a funcao logaritmo de base a, vamos agora retomar os exemplos que fizemos
acima, para comparar os graficos das exponenciais com seus respectivos logaritmos
inversos. Vamos com isso observar que em todos os casos os graficos sao simétricos
em relagdo ao grafico da fungao identidade Id(x) = x.

1. Considere o Exemplo 14.1.1 e o Exemplo 14.2.1. Nestes exemplos apresen-
tamos as fungoes f(z) = 2” e h(x) = log,(x) respectivamente, cujos graficos
sao simétricos em relagao ao grafico da funcao Id, como pode ser visto na
figura abaixo, isso ocorre pois as fungoes f e h sdo inversas uma da outra.

Id(z) /5 x
h(z) = logy(x)

Figura 14.9: Graficos das funcoes exp e log de base 2

2. Considere os exemplos Exemplo 14.1.2 e Exemplo 14.2.2, nestes exemplos
~ 1\ T .

apresentamos as fun¢oes f(z) = (3)° e h(z) = logi(z) respectivamente,

cujos graficos sao simétricos em relagao ao grafico da fungao Id, como pode

ser visto na figura abaixo, isso ocorre pois as funcoes f e h sao inversas uma

da outra.
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Figura 14.10: Graficos das func¢oes exp e log de base %

3. Considere os exemplos Exemplo 14.1.3 e Exemplo 14.2.3, nestes exemplos
apresentamos as fungoes f(z) = € e h(z) = In(x) respectivamente, cujos
graficos sao simétricos em relagdao ao grafico da funcao Id, como pode ser
visto na figura abaixo, isso ocorre pois as fungoes f e h sao inversas uma da
outra.
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f@) = c‘”/ //X

i) 2 2 4 6 8 10

Id(z) /% x h(z) = In(z)

Figura 14.11: Graficos das funcgoes exp e log de base e

14.3 Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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Apéndices

193






Apéndice A

Tabuada

Caso nao lembre fique a vontade para colar:

1x1
1x2
1x3
1x4
1 x5
1x6
1x7
1x8
1x9
1x10

6x1
6 x 2
6x3
6 x4
6 x5
6 x6
6x7
6 x8
6x9
6 x 10

© 00 N O O k= W N

10

12
18
24
30
36
42
48
54
60

2x1
2% 2
2x3
2 x4
2X5
2x6
2x7
2x8
2x9
2 x 10

7x1
7 X2
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Apéndice B

Regras de Divisibilidade

e Divisibilidade por 1

Todo numero é divisivel por 1.

e Divisibilidade por 2
Um namero é divisivel por 2 (ou seja, par) quando o seu digito das unidades
é igual a 0, 2, 4, 6 ou 8.

¢ Divisibilidade por 3

Um ntmero é divisivel por 3 se a soma de seus digitos ¢ um multiplo de 3.

e Divisibilidade por 4
Um ntmero ¢é divisivel por 4 quando o dobro do digito das dezenas somado
com o digito das unidades ¢é divisivel por 4.

e Divisibilidade por 5

Um ntimero é divisivel por 5 quando termina em 0 ou 5.

e Divisibilidade por 6

Um ntimero é divisivel por 6 quando ¢ divisivel por 2 e por 3.

e Divisibilidade por 7
Um namero é divisivel por 7 quando, ao subtrair o dobro do dltimo digito
do ntimero formado pelos demais digitos, o resultado é um nimero divisivel
por 7.

e Divisibilidade por 8

Um namero é divisivel por 8 quando o nimero formado por seus trés ultimos
digitos é divisivel por 8 (isto inclui o caso em que o ntimero termina em 000).
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Divisibilidade por 9

E divisivel por 9 todo ntimero em que a soma de seus digitos constitui um
numero multiplo de 9.

Divisibilidade por 10

Um ntmero ¢é divisivel por 10 quando terminar em O.
Divisibilidade por 12

Um ntimero ¢é divisivel por 12 quando ¢é divisivel por 3 e por 4.
Divisibilidade por 15

Um ntmero é divisivel por 15 quando é divisivel por 3 e por 5.
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Apéndice C

Simbolos matematicos

Simbolos

Significado

Para todo

Existe

Nao existe

Pertence

Nao pertence

Infinito

Vazio

Igual

Diferente

Menor

Menor ou igual

Maior

Maior ou igual

Contido

Contém

Contido e pode ser igual

Contém e pode ser igual

Uniao

Intersecao

Numeros Naturais

Numeros Inteiros

Numeros Racionais

Numeros Reais

OB O|N|Z| D ClIUINUINIVIVIIAIA K S| 8 [ M|t w] <

Nimeros Complexos
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Apéndice D

Razao e proporcao

D.1 Razao

A razao é utilizada para comparar duas grandezas, esta comparacao é feita
através do quociente entre as grandezas. Dadas duas grandezas a e b quaisquer,
com b # 0, o quociente entre a e b é o resultado da divisdao de a por b, que pode
ser representado pela fracao (a/b), ou pela divisao a : b. Normalmente é denotada
por razao de a para b.

O proéximo exemplo mostra como podemos utilizar a teoria de razao para melhor
avaliar como iremos investir nosso dinheiro.

Exemplo D.1.1. Maria Clara vendeu seu apartamento e aplicou R$ 8000,00
numa caderneta de poupanca, ao final de um ano este valor rendeu R$ 960,00.
No mesmo periodo, ela aplicou R$ 5000,00 num fundo de investimento que rendeu
R$ 800,00. Qual das duas aplicacoes teve maior rentabilidade?

Resolucao:

Em termos absolutos, o rendimento da caderneta foi maior.

Em termos relativos:

a rentabilidade da caderneta foi de % = % = 12%,
4 800 _ 16 _
e a do fundo foi de s555 = 55 = 16%.

Portanto a rentabilidade do fundo foi maior.

0

A seguir temos um exemplo de como a teoria de razao poder ser cobrada em
concurso, e de como ela aparece em seu dia-a-dia.

Exemplo D.1.2 (Comperve - 2018). Um idoso foi a uma farmdcia com a pres-
cricao de um medicamento da marca X cuja caiza com 30 comprimidos custa
R$60,00. O farmacéutico, entdao, lhe apresentou a opcao de um medicamento Si-
milar da marca A cuja caiza com 20 comprimidos custa R$35,00. Havia também
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um medicamento da marca B, com mesmo principio ativo, no valor de R$25,00 e
cuja caixa contém 15 comprimidos. Em relacao a essas opcoes de compra, conclui-
se que

a) a caiza do medicamento da marca B € a que apresenta o menor valor por
comprimido.

b) a caiza do medicamento da marca A € a que apresenta maior valor por com-
primido.

¢) o valor de cada comprimido é o mesmo independente da escolha da marca.

d) cada comprimido do medicamento da marca A custa o dobro do comprimido da
marca B.

Resolugao:
Note que o valor de cada comprimido da caiza (V,) € dado pela razao:

valor da caiza

c = : . s D.1
quantidade de comprimidos (D-1)
consideremos entao as sequintes razoes:
para a marca X temos:
v, = .valor da caiza -da. marca X _ @ _o (D.2)
quantidade de comprimidos da marca X 30
para a marca A temos:
v, - .valor da caiza ‘da. marca A _ ﬁ _ Z — 1.7 (D.3)
quantidade de comprimidos da marca A 20 4
para o marca B temos:
a valor da caixa da marca B 25 § —1.66---.  (DA)

- quantidade de comprimidos da marca B 15 3

Portanto, cada comprimido da marca X custa R$2,00, cada comprimido da marca
A custa R$1,75 e cada comprimido da marca B custa R$1,67, donde concluimos
que a resposta da questao € o item a).

O
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D.1.1 Algumas razoes especiais

Escala: Quando construimos mapas ou plantas baixas de lugares sempre re-
presentamos as medidas das distancias em escala menor que a real. A escala é por
definicao dada pela seguinte razao:

Medida no mapa

Escala = Medida real

(ambos na mesma unidade de medida)  (D.5)

Velocidade Média: E a razio entre a distancia percorrida e o tempo total
de percurso. A velocidade média serd sempre acompanhada de uma unidade, que
depende das unidades escolhidas para calcular distancia e tempo. Por convencao,
no sistema internacional de medidas, para o célculo da velocidade sempre traba-
lhamos com distancia em quilometros (km) ou metros (m) e com tempo em horas
(h) ou segundos (s), assim as unidades de medida para a velocidade média sao
km/h ou m/s. A velocidade média é dada pela razao:

Distancia percorrida

Velocidade média = (D.6)

Tempo total de percurso

Densidade de um corpo: A densidade de um corpo é a razao entre a sua

massa e o seu volume. A densidade também serd sempre acompanhada de uma

unidade, que depende das unidades escolhidas para medir a massa e o volume.
Alguns exemplos de unidades para a densidades sao g/cm?, kg/m? etc.

Massa do corpo

Densidade de um corpo = (D.7)

Volume do corpo

Densidade demografica: A densidade demografica é a razao entre o ntimero
de habitantes de uma regiao e sua area.

Numero de habitantes

Densidade demografica = (D.8)

Area
Por exemplo, a densidade demografica do Brasil segundo a Wikipédia é de 23,8
habitantes por quilometro quadrado (km?).
Relagao candidato/vaga: Esta presente em todos os concursos e vestibulares
e d& aos candidatos uma ideia do quao concorrido esta o concurso em questao,
esta relacao que norteia os candidatos, dando a eles uma ideia do quanto precisam
estudar ¢ dada pela seguinte razao:

Numero de candidatos

Relagao candidato/vaga = (D.9)

Nimero de vagas
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Exemplo D.1.3. Apds uma pesquisa rdpida no Google sobre os concursos mais
concorridos me deparei com o concurso de 2012 do Departamento da Policia Fede-
ral para Agente da Policia Federal, o qual possuia 500 vagas e contou com 107799
inscritos tendo portanto a sequinte relag¢do candidato/vaga:

Numero de candidatos B 107799

=21 D.1
Nimero de vagas 500 5,508 (D.10)

Relagao candidato/vaga =

ou seja, tinham aprorimadamente 215,6 pessoas concorrendo a uma vaga neste
CONCUTSO.

O

Exemplo D.1.4 (FGV - 2014). Certa rua da cidade de Jodo Pessoa tem 450m
de comprimento e aparece em um mapa com comprimento de 3cm. A escala desse
mapa €é:

a) 1:15 b) 1:150 ¢) 1:1500  d) 1:15000  e) 1: 150000

Resolucgao:

O primeiro passo da resolucao desta questao € transformar os 450m em cen-
timetros, lembramos que um metro possui 100cm, logo 450m = 450 x 100cm =
45000cm.

Como 450m de comprimento € representado em um mapa com comprimento
de 3cm, temos que neste mapa a escala € de:

3.1
45000 15000

= 1: 15000. (D.11)
0

D.2 Proporcao

A proporgao é uma igualdade entre duas razoes (ou equivaléncia entre razoes).
Ou seja, se dissermos que as razoes
a ¢

a_¢ (D.12)

entao estamos dizendo que elas sao proporcionais, ou formam uma proporcao.

Propriedade fundamental da proporcao
O produto dos meios é igual ao produto dos extremos. Assim,

a C
- — = = D.1
F = ad = bc (D.13)

pois neste caso, a e d sao os extremos da propor¢ao e b e ¢ sao 0s meios
da proporcao.
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E importante ressaltar que para usar a proporcao as grandezas a e b precisam
estar dadas na mesma unidade de medida, assim como as grandezas c e d.

Exemplo D.2.1 (VUNESP - 2012). Francisco nasceu com 48 cm e agora estd
com 1,92 m. Sequindo a mesma propor¢ao, caso ele tivesse nascido com 52 cm,
hoje ele teria, em metros,

a) 2,00 b) 2,04 c) 2,08 d) 2,10 e) 2,12
Resolugao:
A razio entre as medidas de nascimento em centimetros é 22, nesta ordem a

527
B . . ;1,92
razao entre as medidas atuais em metros é %, como estamos trabalhando com a

mesma proporcao temos que:
48 1,92
— = (D.14)
52 T
assim aplicando a propriedade fundamental da proporcdo obtemos que 48 - x =
521,92 = x = 2,08m. Portanto, a resposta d a letra c).

O
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Apéndice E
Regra de trés

A regra de trés é uma importante ferramenta na resolugao de problemas envol-
vendo grandezas diretamente proporcionais e/ou inversamente proporcionais, um
exemplo de aplicacao da regra de trés é como ja vimos anteriormente a resolugao
de problemas envolvendo a porcentagem.

Antes de entendermos como funciona a regra de trés, vejamos algumas defini-
¢oes importantes:

Grandezas Diretamente Proporcionais
Duas grandezas sao diretamente proporcionais quando, o aumento de
uma implica no aumento da outra na mesma proporcao.

Grandezas Inversamente Proporcionais
Duas grandezas sao inversamente proporcionais quando, o aumento de
uma implica na reducao da outra na mesma proporcao.

E.1 Regra de 3 simples

A regra de trés simples é uma ferramenta utilizada na resolucao de problemas
envolvendo duas grandezas proporcionais.

A regra de trés simples pode ser de duas maneiras: direta, quando as grandezas
envolvidas sao diretamente proporcionais; inversa, quando as grandezas envolvidas
sao inversamente proporcionais.

Para resolver problemas envolvendo regra de trés, costumamos separar os da-
dos do problema em colunas, sendo uma coluna para cada grandeza envolvida no
problema. Portanto, no caso da regra de trés simples, teremos entao duas colunas
uma para cada grandeza, ou equivalentemente, uma para cada razao. Para auxiliar
na interpretacao ao lado de cada coluna colocamos flechas que indicam se a gran-
deza esta aumentando (flecha para cima) ou diminuindo (flecha para baixo), as
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E.1. REGRA DE 3 SIMPLES 205

duas flechas para o mesmo lado indicam que as grandezas sao diretamente propor-
cionais e, flechas para lados contrarios indicam que as grandezas sao inversamente
proporcionais.

E.1.1 Regra de 3 simples e direta

A regra de 3 simples e direta é como visto acima uma regra de trés simples na
qual as grandezas envolvidas sao diretamente proporcionais (as duas flechas estao
para o mesmo lado). Vejamos um exemplo de aplica¢ao da regra de trés simples e
direta.

Exemplo E.1.1. Com a cana-de-aciicar € possivel obter diversos produtos, entre
eles o dlcool combustivel. Para obter T5L de dlcool combustivel sao necessdrios,
aproximadamente, 1250Kg de cana-de-acicar.

1. Quantos litros de dlcool combustivel, no mdximo, podem ser produzidos com
2000Kg de cana-de-agicar?

Resolucao:

Kg de cana Litros de combustivel
11250 = 7571
2000 = =z
% = % = 12502 = 75 * 2000 = 1250z = 150000
=z="000=1r=12 1L O

1250

2. No minimo, quantos quilogramas de cana-de-ag¢icar sao necessdrios para pro-
duzir 45L de dlcool combustivel?

Resolucao:
Kg de cana Litros de combustivel
$1250 = 75
r = 45

@:Z—g:>75x:1250*45:>75m=56250:>

xT

x =520 = ¢ =750 Kg de cana-de-agicar O

Observacao 11. Porcentagem, como vimos anteriormente, ¢ um exemplo de regra
de trés simples, ja que as grandezas envolvidas sao diretamente proporcionais.
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E.1.2 Regra de 3 simples e inversa

A regra de 3 simples e inversa é como ja vimos uma regra de trés simples na
qual as grandezas envolvidas sdo inversamente proporcionais (as duas flechas estao
para lados contrarios). Vejamos um problema no qual precisamos usar regra de
trés simples e inversa para resolver.

Exemplo E.1.2. Marilda recebeu uma encomenda para preparar 1850 salgados.
Trabalhando ela e mais 3 funciondrios, foi possivel terminar a encomenda em 3
dias.

1. Para que Marilda terminasse a encomenda em 1 dia, quantos funciondrios
a mais ela deveria contratar?

Resolucao:
Funciondrios Dias trabalhados
T4 = 3
4+ = 1
s =32 4x3=1xd+r)=>d4+r=12=>2=12-4=2=38 O

2. Se Marilda contratasse mais 2 funciondrios, em quantos dias ficaria pronta
a encomenda?

Resolugao:
Funciondrios Dias trabalhados
t4 = 3J
4+2 = «x
$—35443=06xr=>2=0c=>a=2L=>10=2 O

Exemplo E.1.3. (UEM - 2018) Luiz corre a uma velocidade de 6km/h e percorre
certa distancia em 5 minutos. Se ele corresse a 10km/h, a mesma distincia seria
percorrida em quanto tempo?

a) 30 min
b) 2,5 min
c) 8,6 min
e) 0,3 min
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Resolugao: Passo 1: transformar 5 min em horas.

h min
1 = 60]
r = b

60x:5¢x:6—50:>m:0,083h

Passo 2: usar o tempo em horas para resolver o exercicio.

km/h horas
+6 = 0,083
10 = =z
6 T
10~ 0,083
0,498

1Ox:6*0,083:>x:1—0:>x:0,0498h

Passo 3: transformar a resposta encontrada em horas para minutos.

h min
1 = 60]
0,0498 = =z

x = 60x%0,0498 = x = 2,98min ~ 3min

Portanto a resposta é a letra d).

E.2 Regra de 3 composta

A regra de trés composta ¢ uma ferramenta utilizada na resolugao de problemas

envolvendo mais de duas grandezas direta ou inversamente proporcionais.

Exemplo E.2.1. (Fepese-2018) Se trés pessoas fazem 72 pecas de sushi a cada 2
horas, quantas pessoas sao necessdarias para fazer 252 pecas de sushi a cada 1 hora

e meia?
a) 12
b) 13
c) 14 *
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d) 15
e) 18

Resolugao: Primeiramente vamos construir uma “tabela” com uma coluna para
cada grandeza, e em cada linha colocamos as grandezas que se relacionam, assim
obtemos:

Pessoas Pecas de sushi Horas
3 72 2
x 252 1,5

Agora vamos comparar cada uma das colunas com a coluna das pessoas que ¢ onde
temos o x, assim ficamos com.:

Se aumentamos o numero de pecas de sushi que queremos produzir em um
tempo fizo, precisamos aumentar o numero de pessoas que irdo trabalhar, logo as
duas setas sao para cima:

Pessoas  Pecas de sushi
T3 727
x 252

Agora firando que o numero de pessoas ird aumentar, precisamos de menos
tempo para produzir uma quantidade pré-fizada de pecas de sushi, logo a quantidade
de horas diminuz,

Pessoas Horas

T3 2]
T 1,5

Agora para montar a propor¢cao precisamos fizar a posicao da proporcao das
pessoas, que € a que tem o x, e iqualar ao produto das outras duas, colocando-as
de forma que as setas fiquem para cima, por iSSo precisamos inverter a proporcao
das horas, chegando a sequinte propor¢ao:

3 72 1,5 3 72-1,5 3 108

-~ . 2" Z = —=— =1 =3-504 E.
T2 2 T n T ama T poa o lBe=3s0d (B
1512
=——=x=14. E.6
YT 08 T (E.6)
Portanto a resposta € a letra ¢, 14 pessoas. ]

Todas as situacoes problemas envolvendo regra de trés composta seguem os
mesmos passos deste exemplo.
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Apéndice F
Porcentagem

Percentagem (portugués europeu) ou Porcentagem (portugués brasileiro) (do
latim per centum, significando “por cento”, “a cada centena”) é uma medida de
razdo com base 100 (cem), também conhecida como razio centesimal. E um modo
de expressar uma propor¢ao ou uma relagao entre 2 valores (um é a parte e o outro
¢ o inteiro) a partir de uma fragao cujo denominador 100 (cem) representa o todo,
ou seja, é dividir um namero por 100 (cem). A porcentagem é representada pelo
simbolo % (lé-se: por cento).

Por exemplo, 5 por cento, é representado por:

5
5% = 155 = 0,05 (F.1)

As razoes centesimais podem ser representadas de trés formas, como mostra a
tabela a seguir:

Forma percentual | Razao/ Fragao | Forma decimal
30
30% 50@ . 07 3
50% 100 . 0,5
5% o5 = 35 0,05

As razoes centesimais sdo tuteis para calcular uma determinada porcentagem
dada de um todo ja conhecido, como no seguinte exemplo:

Exemplo F.0.1. Qual é o valor de 45% de R$ 1022,007

45 45 - 1022

45% de 1022,00 = —- - 1022 = —4 F.2
5% de 102,00 = o - 10 0 59,90 (F.2)
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Mas dado uma grandeza b, que represente o todo, o calculo do valor a equiva-
lente a x por cento de b é feito utilizando proporcao. Neste caso, temos a seguinte

equivaléncia de razoes:
a x
- F.3
b 100 (F-3)
na qual aplicamos a propriedade fundamental da proporcao, ou equivalentemente,

a regra de trés simples direta, como no seguinte exemplo:

Exemplo F.0.2. A professora Sandra possui 40 alunos. Uma enquete apontou que
30 destes alunos gostam de esportes. Qual é a porcentagem de alunos que gostam
de esportes?

Resolucao: Observe que neste exercicio o todo € equivalente a 40 alunos, por-
tanto neste caso 100% = 40 alunos. Assim temos que as sequintes razoes $ao
equivalentes:

3
0_ @ (F.4)
40 100
e portanto aplicando a propriedade fundamental da proporcao obtemos:
3000

40x = 30 % 100 = 40z = 3000 = = = 0 T 75% dos alunos. (F.5)

Este exercicio pode ser resolvido usando regra de trés, e neste caso a resolucao
serd a seguinte:

Alunos Porcentagem
140 = 1004
30 = =z«

40z = 30 % 100 = 40z = 3000 = z = 390 = 2 = 75% dos alunos
Perceba que as duas resolucoes sao iguais, logo a regra de trés simples e direta
€ apenas uma aplicacdo da propriedade fundamental da proporcao. O

Vejamos mais um exemplo de uso da porcentagem.

Exemplo F.0.3. Em uma partida de basquete, Oscar acertou 80% dos 50 arre-
messos que realizou. Quantos arremessos ele acertou?

Resolucao: Observe que neste exercicio o todo é equivalente a 50 arremessos,
portanto neste caso 100% = 50 arremessos.

Arremessos Porcentagem
$50 = 100 ]
r = 80
1002 = 50 * 80 = 100x = 4000 = z = % = x = 40 arremessos O
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Vale observar que a porcentagem esta presente na mateméatica financeira (area
da matematica dedicada ao mundo das finangas), na qual a porcentagem é utilizada
com mais frequéncia para o célculo de descontos, juros e lucros, estando assim
presente em todas as transacoes financeiras de nosso dia-a-dia, e por isso é tao
importante.
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Apéndice G

Matematica Financeira

G.1 Porcentagem no mundo das financas

No contexto da matematica financeira, a porcentagem ¢ utilizada por exemplo
para o célculo de descontos, lucros e juros (simples e compostos), estando portanto
presente na maioria de nossas transacoes financeiras. Devido a sua importancia,
vamos revisitar o conceito de porcentagem, através de dois exemplos do mundo
financeiro, para depois definir os conceitos especificos desta area da matematica.

Exemplo G.1.1. Qual ¢ o valor de 40% de R$ 92,007
Podemos resolver isso de duas formas:

12 forma:
40 40 - 92
4 2 = ——.92="—"— = 1
0% de 92,00 100 9 100 36, 80 (G.1)
22 forma:
Reais Porcentagem
92 = 100
r = 40
40 - 92
100z =40-92 = z=——— =36,80
! = 100 !

O interessante desta 22 forma é que ela nos permite resolver também o seguinte
exemplo:

Exemplo G.1.2. Se na compra de um produto no valor de R$ 160,00 durante
uma promogao, pagamos apenas R$ 120,00 de quantos por cento foi o desconto?
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Note que 160 — 120 = 40 logo o desconto foi de R$ 40,00 reais, como,

Reais Porcentagem
160 = 100
40 = =x
40 - 100
160x = 40 - 100 = =25
’ 160

decorre que o desconto foi de 25%.

.2 Matematica financeira

Entendido porcentagem vamos agora ao foco deste capitulo que é a matematica
financeira e para comecar definimos na tabela abaixo alguns termos proprios desta
area:

Capital (C) Quantia de dinheiro disponivel, valor que esta
sendo investido ou emprestado.
Juros (J) Remuneracao recebida pelo uso de um capital por

um intervalo de tempo. Compensacao paga pelo
tomador do empréstimo (ou receptor do investi-
mento) para ter o direito de usar o dinheiro até
o dia do pagamento. Pode ser expresso em valor
monetéario ($) ou como uma taxa de juro (%).
Prazo (n) Numero de periodos que compoem o intervalo de
tempo utilizado.

Montante (M) | Soma do capital aplicado ou emprestado mais ju-
ros. M =C+J

Taxa de juros (i) | E o coeficiente resultante da razdo entre o juro e o
capital. A cada taxa, deverd vir anexado o periodo

o
a que ela se refere. i = —

C

G.2.1 Taxa de juros i

A taxa de juros 7 indica qual remuneracao sera paga ao dinheiro emprestado,
ou quanto o investidor irad receber pelo dinheiro investido, em um determinado
periodo. Ela vem normalmente expressa da forma percentual, seguida da especifi-
cacao do periodo de tempo a que se refere:

8%a.a. - (a.a. significa ao ano).
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10%a.t. - (a.t. significa ao trimestre).

Outra forma de apresentagao da taxa de juros é a unitaria, que ¢é igual a taxa
percentual dividida por 100, sem o simbolo %:

0, 15a.m. - (a.m. significa ao més).

0,10a.q. - (a.q. significa ao quadrimestre).
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G.3 Regimes de formacao de juros

Existem dois tipos de juros, sao eles:

e Juros Simples;

e Juros compostos.

Em ambos os juros sao calculados por periodos, a diferenca entre eles é que no pri-
meiro os juros sao calculados sempre sobre o capital inicial (principal), enquanto
que no segundo os juros gerados em um periodo sao incorporados ao capital ini-
cial, formando um novo capital sobre o qual serao calculados os juros do periodo
seguinte.

Exemplo G.3.1. Ao aplicarmos um capital de R$3.000,00 por 4 anos, a uma
taza de juros de 12% a.a. no regime de juros simples ou compostos, obtemos os
sequintes resultados:

Periodo Juros Simples Juros Compostos
Juros | Montante | Juros | Montante

0 - 3.000,00 - 3.000,00

1 360,00 | 3.360,00 | 360,00 | 3.360,00

2 360,00 | 3.720,00 | 403,20 | 3.763,20

3 360,00 | 4.080,00 | 451,58 | 4.214,78

4 360,00 | 4.440,00 | 505,77 | 4.720,56

Uma vez entendido a diferenca entre os dois tipos de juros, vamos agora nos
aprofundar em cada um deles.

G.3.1 Juros simples

Lembremos que no regime do juros simples:

e O juro é calculado apenas sobre o capital inicial.

e Os juros sao iguais em todos os periodos, sendo por isso denominado cons-
tante.

Destas caracteristicas do juros podemos concluir que:
J = C-1
Jy = C-i1+C-1=C-2
J3 = C-i+C-1+C-i=C -3

J, = C-n-i
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Portanto, o juro simples ap6s um determinado periodo n pode ser calculado
através da formula:

J=C-n-1

Assim o montante resultante apos um periodo n de capitalizacdo sob juros
simples é:

M=C+J=C+C-n-i=M=C-(1+n-1)

Da formula do montante, dada por, M = C - (1 + n - i) decorrem as formulas
para os calculos do periodo, da taxa, e do capital.

Observacao 12. e Nos calculos de juros é necesséario que a taxa seja colocada
na forma unitaria, ou seja, 30% = 0, 3.

e A taxa de juros e o ntimero de periodos (n) devem estar sempre na mesma
unidade de tempo.

G.3.2 Juros compostos

Lembremos que no regime do juros composto:

e Os valores dos juros sao incorporados ao capital inicial ao final de cada
periodo, formando assim um novo capital sob o qual serao calculados os
juros do periodo seguinte.

e Os valores dos juros sao portanto diferentes em cada um dos periodos.

Lembremos também que M = C'+J e J = C -7 assim no caso dos juros compostos
temos:

M, = C+C-i=C(1+1)
My = C(1+i)+C(1+1d)-i=C(1+i)(1+1i)=C(1+1i)
My = C1+i)*+C1+i)2-i=C(1+i)* (1+i)=C(1+14)?

portanto, o montante ap6s n periodos, a uma taxa de juros ¢ ao periodo passa a
ser

M=C(1+q)".

Decorre portanto da formula do montante as seguintes formulas:

e (Calculo dos juros compostos:
M=C+J=>J=M-C=J=CA+i"~C=J=C(1+i)"-1).
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e Calculo do capital:

n M
M=C(1+4) :>O_(1+i)"'
e (Calculo da taxa:
o o M , M\ M\
M=C1+)"=(1+19) —Eél-i—z—(g) :>z_<6) -1

e (Calculo do periodo ou prazo:

M:C(l+i)”:>(1—1—2')”:M:>ln(1+i)":ln (%)

C C
M In (M)
n(l+)=In|= = _ \C/
=n-In(l+1) n(0>:>n )
Observacao 13. e O fator (141)™ é chamado fator de acumulagao de capital.

e A taxa de juros e o ntmero de periodos (n) devem estar sempre na mesma
unidade de tempo.

Licenga CC BY-SA-4.0. Contato: reamatQufrgs.br


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
reamat@ufrgs.br

Apéndice H
Sistema Linear

Denomina-se sistema linear m x n o conjunto S de m equacoes lineares
(equagoes de 1° grau) em n incognitas (variaveis), que pode ser representado assim:

a1 + 12T + -t 1Ty = bl

9121 + A99%o + - - - + Gop T, = by

Am1T1 + A2l + -+ - + App Ty = bm/

Dizemos que (aq,as, -+ ,q,) é uma solugdo de um sistema linear quando
(a1, a9, -+, av,) € solucdo de cada uma das m equagoes do sistema.

H.1 Sistema de duas equacoes lineares

Em particular uma equagao em duas variaveis x e y é da forma ax+by = ¢
onde a,b e ¢ sao constantes reais e a e b nao sao simultaneamente nulos.
Assim ao consideramos duas destas equagoes

g {alx—l—bly:cl

as + boy = co

temos um sistema linear de duas equacgoes lineares e duas incognitas. Um
par de valores x e y, frequentemente representado pelo par ordenado (z,y),
que satisfaz as duas equacoes, quando existe, ¢ chamado de solucao do
sistema.
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Exemplo H.1.1. Considere o sistema S1 dado por:

— 2y =1
51_{ T+ 2y
r+y =238,

note que o par ordenado (5,3) € solugao deste sistema jd que:

5492.3=1
g =d 7
543—8

Jd o par ordenado (3,5) nao é solugao do sistema Sy pois:

—342-5=T+#1
51:
3+5=28

Existem varias formas de resolver um sistema linear, vamos aqui apresentar
duas delas, e depois discutiremos como interpretamos geometricamente as solugoes

de um sistema linear de duas equacoes e duas incognitas.

A) Método da adicdo ou subtracao

Em resumo a ideia deste método é multiplicar cada uma das duas equacoes do
sistema por uma constante, de forma que as equacoes resultantes tenham os
coeficientes de uma das incégnitas numericamente iguais. Caso os sinais dos
coeficientes sejam distintos, some as equacoes; se forem o mesmo, subtraia-as,
com isso ficamos com uma equacgao de 1° grau com apenas uma incognita,
a qual sabemos resolver, com sua solucao em maos podemos substituir em
qualquer uma das duas equacoes iniciais e resolvé-la obtendo assim o valor da
outra incégnita, e consequentemente temos a solucao do sistema, assim como
fazemos no seguinte exemplo que ilustra exatamente este método de resolugao

de sistema.

S_{m—y:4(m

T+ 2y=-3
4 - 2y = 8
+ x + 2y = -3
ox + 0 = 5

Sr=5=x=1.
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Substituindo z = 1 na segunda equacao obtemos:
r+2y=-3=14+2y=-3=2y=-3-1=2y=—-4=y=-2. (H2)
Assim o par ordenado (z,y) = (1,—2) é solugao do sistema.

B) Método da substituicao

Neste método a ideia é “isolar"uma das incégnitas em uma das equagoes e
substituir na outra, chegando assim em uma equacao de 1° grau com uma
varidvel, a qual sabemos resolver, ao resolver esta tltima equacao retornamos
a solucao encontrada na equacao anterior para encontrar o valor da outra
varidvel. Detalhamos este método no seguinte exemplo.

20 —y=4 (I)
v 42y =3 (II)

Isolando y em () obtemos:
e —y=4=>-—y=4-2r=y=2xr—4 (H.3)

substituindo em (I7) temos:

r+2y=-3 = x+22r—-4)=-3 (H.4)
= r+4r—-8=-3 (H.5)
= 5r=-3+8 (H.6)
= 5r=5 (H.7)
= z=1 (H.8)

voltando x =1lem (I) temos y=2-1 -4 =>y=2—-4=y= -2,

Assim o par ordenado (z,y) = (1, —2) é solucdo do sistema.

Interpretacao geométrica dos sistemas lineares 2 x 2
Note que, dada uma equagio ax+by = ¢, de 1° grau em duas variaveis, podemos
isolar y obtendo assim que
c—axr ¢ ax

Y= b b b (H.9)

que fazendo y = f(x) pode ser interpretada como uma fungao do 1° grau, cujo
grafico é uma reta, logo o grafico de ax + by = ¢ é uma reta. Entendendo isso
temos que ao resolver um sistema de duas equagoes e duas incognitas, quando o
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mesmo tem solucao, estamos procurando as coordenadas do ponto de intersecao
das duas retas, cujas equacoes sao dadas pelas equagoes do sistema.

Porém dadas duas retas quaisquer no plano existem trés possiveis posigoes
relativas entre estas duas retas, que sao: coincidentes, paralelas e concorrentes.
Assim considerando o sistema linear:

g_ {alx—i-bly—cl

asx + bay = cy.

e 12 caso: Retas Coincidentes

Se existe a € R tal que a; = aaq, by = aby e ¢y = acy, entao as equagoes
do sistema sao miltiplas uma da outra, consequentemente seus graficos sao
representados pela mesma reta, ou seja, as duas retas sao coincidentes,
logo o sistema tem infinitas solugoes, sendo portanto um Sistema possivel
indeterminado (SPI).

Exemplo H.1.2. FEsta situag¢do pode exemplificada, através do sequinte sis-

tema;
20 —y =4
6x — 3y =12

cuja representacao geométrica € dada por:

6x -3y =12

2x-y =4

|
A

|
N

)

Figura H.1: Sistema possivel Indeterminado

e 292 caso: Retas Paralelas

Se existe a € R tal que a; = aaq, by = aby e ¢; # ace, entdo as equagoes
do sistema tem coeficientes multiplos, mas as constantes c¢; e ¢ nao sao
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multiplas, consequentemente seus graficos sao retas paralelas, que nunca se
intersectam, logo o sistema nao possui solucoes, sendo portanto um Sistema
impossivel (SI).

Exemplo H.1.3. Situacao esta presente por exemplo no sequinte sistema de
equacoes lineares:

20 —y = -2

20 —y =4

que € representado geometricamente na figura abaixo:

2x -y = -2 2x-y =4

Figura H.2: Sistema impossivel

e 32 caso: Retas Concorrentes

Caso nenhuma das duas situagoes acima ocorra, temos que as equacoes do
sistema possuem como graficos retas concorrentes e que concorrem em um
tnico ponto, o qual ¢ a solucao do nosso sistema, este ¢ portanto um sistema
possivel determinado (SPD).

Exemplo H.1.4. Um exemplo desta situacao € o sistema;

20 —y =4
r+2y=-3

que foi utilizado anteriormente como exemplo das duas possiveis formas de
resolver um sistema linear. Onde vimos que sua solugcao é dada pelo par
ordenado (1,—2). Abaizo temos representacao geométrica deste sistema, na
qual € possivel observar que a intersecao das duas retas se dd exatamente no
ponto (1,—2):
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2x-y=4

X+ 2y = -3
-3 -2 -1

Figura H.3: Sistema possivel determinado

Resumindo os sistemas lineares 2 x 2 podem ser classificados de acordo com
suas solugoes da seguinte forma:

Sistema,

Imposgjvel Posgjvel
(nao tem solucao) 1 soluéao)
Indeterminado erminado
(infinitas solucoes) - ¢ao ymnica)
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H.2 Sistema de trés equacgoes lineares

Em particular uma equacao em trés variaveis =, y e z é da forma
axr + by + cz = d onde a,b,c e d sao constantes reais e a, b e ¢ nao
sao simultaneamente nulos. Assim ao consideramos trés destas equacoes

ar + by +cz=dy

S = < asx + by + 2z = dy

asr + b3y + c3z = d3
temos um sistema linear de trés equagoes lineares e trés incognitas. Uma
tripla de valores z, y e z, frequentemente representada pela tripla ordenada

(x,y, ), que satisfaz as trés equagoes, quando existe, é chamada de solugao
do sistema.

Exemplo H.2.1. Considere o sistema Sy dado por:

—r+y+z=-1
Si=qr+y+z=-1
T—y+z=-1,

note que a tripla ordenada (0,0, —1) € solugao deste sistema jd que:

—04+0—-1=—1
S =<{0+0-1=-1
0—0—1=-1

Jad a tripla ordenada (—1,0,0) ndo € solugao do sistema Sy pois:

—(-1)4+04+0=1# -1
Si=4¢-140+0=-1
—1-0+0=-1

Os métodos da adigao/subtracdo e método da substituicdo apresentados para
resolucao de sistemas lineares 2 X 2 podem ser utilizados também para resolver
sistemas lineares 3 x 3. O seguinte exemplo ilustra a resolucao de um sistema
linear 3 x 3 pelo método da adicao:

Exemplo H.2.2.
r+y+z=3 (I)
Si=—xr—y+22=0 (1)
—r+3y+z2=3 (III)
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Primeiramente vamos fazer (equag¢ao I + equagao III) e depois (equacao II -
equagao III), com isso eliminamos a varidvel x e ficamos com duas equagoes das
varidaueis y e z.

equacao I + equacao I1I:

T 4+ Yy + oz = 3
+ -x + 3y + oz = 3
0 + 4y + 2z 6 (1V)
equacao II - equacao II1:
- - Yy A+ 2z = 0
- -z 4+ Sy 4+ oz = 3
0 - 4y + =z = -3 (V)

Obtemos assim o sequinte sistema linear:

g _ 4y +22=06
|4y +z2=-3

Facamos entao a soma destas equacoes para eliminar y, da sequinte forma:

4y + 2z = 6
+ 4y o+ oz = -8
0o + 3 = 3
Com isso chegamos em.:
3
:>3z:3:>z:§:>z:1 (H.10)

Voltando o walor de z na equagao (IV) ou (V) obtemos o valor de y, fagamos
entdo usando a equacao (V):

(V)—dy+2=-3=-4dy+1=-3=4dy=-3-1=-dy=—4=y=1.
(H.11)

Agora retornamos com os valores de y e z na equagao (I) para determinar o valor
de x;

Nex+y+z=3=>2+1+1=3=>2r=3-2=z=1. (H.12)

Portanto a terna ordenada (x,y,z) = (1,1,1) € solucao deste sistema linear. O
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Vale observar que assim como no caso dos sistemas 2 X 2, os sistemas 3 x 3
também possuem uma interpretacao geométrica, ja que uma equacgao da forma
axr + by + cz = d, para a,b,c,d € R, tais que a® + b* + ¢ # 0, ou seja, tais que
a,b,c nao sao todos nulos, representa um plano em R3. Logo, dado um sistema
linear

a1+ by +crz=dy
S = q asr + by + oz = dy
aszr + b3y + c3z = ds

temos que cada uma das equacoes, nessa ordem, definem os planos m, m e 73,
respectivamente. Portanto a resolucao deste tipo de sistema linear também possui
uma interpretacao geométrica que depende da posigao relativa destes planos em
RB

Podemos classificar os sistemas 3 x 3 de acordo com suas solucoes da seguinte
forma:

Sistema

Posgjvel Impossgjvel
(tem solucdao) ndo tem solucao)

~

Determinado ndeterminado
(solucao ymica) finitas solucoes)

e estas solugcoes podem ser interpretadas geometricamente, facamos as inter-
pretacoes geométricas em cada um dos trés casos:

e Sistema possivel determinado (SPD): existe uma unica solu¢ao para o
sistema;

— Os trés planos tem um tnico ponto em comum m; Ny N w3 = {P}.

e Sistema possivel indeterminado (SPI): existem infinitas solugbes para
0 sistema;

— Os trés planos coincidem: assim, todos os pontos P(z,y,z) de m sao
solucoes do sistema.

— Dois planos coincidem e o terceiro os intersecta segundo uma reta: todos
os pontos P(z,vy, z) da reta sao solu¢do para o sistema.
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— Os trés planos sdo distintos e tem uma reta em comum 7 NmeN7y = {r}:
logo, todos os pontos P(x,y, z) da reta r sdo solugoes do sistema.

e Sistema impossivel (SI): o sistema nao possui solugao;
— Dois planos coincidem e o terceiro é paralelo: nao ha nenhum ponto na

intersecao dos trés planos.

— Os planos sao paralelos dois a dois: nao ha4 nenhum ponto na intersecao
dos trés planos.

— Dois planos sao paralelos e o outro os intersecta segundo retas paralelas
r e s: podemos ter por exemplo, m; paralelo a 7y, portanto m Ny = 0,
logo, m Nm N3 = (), ou seja, o sistema nao tem solugao.

— Os trés planos se intersectam, dois a dois, segundo retas paralelas umas
as outras.
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Apéndice 1

(Geometria

I.1 Circunferéncia

Circunferéncia
Fixados um ntimero r > 0 e um ponto O do plano, uma circunferéncia é
o conjunto de todos os pontos do plano cuja distancia a O é r. Exemplo
a figura abaixo.

Este ponto fixo O é o centro da circunferéncia, e esta distancia r é o raio da
circunferéncia, que é igual ao tamanho do segmento OA, por isso este segmento é

também chamado de raio da circunferéncia.

Os segmentos C'O e OB, sao também raios desta circunferéncia. Ja o segmento
CB é chamado diametro da circunferéncia d e sua medida é o dobro da medida do

raio. d = 2r

O comprimento ou perimetro da circunferéncia ¢ o tamanho da medida do

contorno da circunferéncia e é dado pela formula: C = 27r .

Sendo C' o comprimento, « & 3,14 uma constante e r o raio da circunferéncia.
A Aarea da circunferéncia determina o tamanho da superficie desta figura e é

dada pela formula: A = 7r? .
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I.2 Poligonos

Poligonos
Sao figuras geométricas fechadas, formadas por segmentos de reta.
Estas figuras sao caracterizadas pelos seguintes elementos: angulos,
vértices, diagonais e lados.

Os poligonos recebem nomes especiais de acordo com o niimero de lados que
possuem. Veja na tabela abaixo o nome de alguns poligonos.

Nome do poligono | N? de Vértices | N° de Lados | Poligonos
JAN
Triangulo 3 3
Quadrilatero 4 4
Pentagono 5 d Q
Hexagono 6 6 <:>
Heptagono 7 7 O
Octogono 8 8 O
Enedgono 9 9 O
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230
Nome do poligono | N® de Vértices | N® de Lados Poligonos
Decagono 10 10 O
Undecagono 11 11 O
Dodecagono 12 12 Q
Pentadecagono 15 15 Q
Icosadgono 20 20 Q
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I1.2.1 Classificacao dos Quadrilateros

De acordo com a tabela acima um quadrilatero é um poligono que possui 4
lados. Alguns quadrilateros tém denominacao prépria, sao eles:

Trapézio

E um quadrilatero que tem dois lados paralelos.

A B

Paralelogramo
E um quadrilatero que tem dois pares de lados paralelos.

7

Retangulo
E um paralelogramo que tem todos os angulos retos (iguais a 90°).

D

—I 90°

A

@

Losango

E um paralelogramo em que todos os lados tém a mesma medida. Vale observar
também que as diagonais do losango se encontram em seus pontos médios formando
angulo de 90°.

D

Quadrado
E um paralelogramo em que todos os lados tém medidas iguais e todos os
angulos sao retos.
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I.2.2 Classificagao dos Triangulos

Como visto anteriormente um triangulo é um poligono que possui 3 lados. E
importante saber que a soma dos angulos internos de qualquer triangulo mede
180°.

Os triangulos sao classificados de acordo com o tamanho de seus lados, e tam-
bém de acordo com as medidas de seus angulos internos. Esta classificagao é
apresentada nas tabelas abaixo.

Quanto aos lados

B
C
. . N . . A a
Equilatero Possui os trés lados iguais
B
C
. . . . A b
Isosceles Possui dois lados iguais
8 a
. .
. N . A b
Escaleno Possui os trés lados diferentes :

Vale aqui ressaltar mais algumas propriedades destes triangulos:
e Em um tridngulo equilatero todos os angulos internos medem 60°;

e Em um tridngulo is6sceles os angulos da base (lado de medida diferente),
possuem a mesma medida.
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Quanto aos angulos
. . . 0 ‘
Obtusangulo Possui um angulo medindo mais g
que 90°
A . -
Retangulo Possui um angulo reto, que mede )
90°
. . . -
Acutangulo Possui todos os angulos medindo g
menos que 90°

Vale neste momento observar que o tridngulo retangulo é o triangulo que
satisfaz o teorema de Pitagoras, e também ¢ o triangulo usado na trigonometria.

1.2.3 Perimetro

O perimetro de um poligono qualquer é dado pela soma das medidas de
seus lados.

Dada uma regiao com uma forma poligonal, é o perimetro do poligono que nos
diz por exemplo, quantos metros de cerca precisamos comprar para cercar esta
regiao.

1.2.4 Area

A area de uma regiao poligonal indica quantos quadrados de lado 1 cabem na
regiao. O célculo da area depende do poligono considerado, listamos aqui somente
as mais usadas.
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Triangulo:
C A area de um triangulo ¢ dada pela

formula
medida de CH = h = altura
b a medida de AB = ¢ = base b . h
H = pé da altura A = T

na qual b representa a base do trian-
gulo e h a altura.

D c A area do quadrado é dada pela for-
mula

A=1-1="1

A ) B onde [ representa o lado do qua-
drado.

Retangulo

b A area do retangulo é dada pela for-
mula
A=L-1
onde L representa o lado maior e [
representa o lado menor.

c
[

Paralelogramo

A 4rea do paralelogramo é dada pela
formula

h A=b-h

- onde b representa a base e h repre-
senta a altura.
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Losango
A area do losango é dada pela formula
D-d
A= ——
2
onde D representa a diagonal maior
- e d representa a diagonal menor.
Trapézio
b A area do trapézio é dada pela formula
B+0b)-h
L, (B+D)
h 2
onde B representa a base maior, b a
© B base menor e h a altura do trapézio.

1.3 Solidos

Soélidos
Solidos geométricos sao os objetos tridimensionais definidos no espago.
O conjunto de todos os solidos geométricos esta dividido em trés grupos:
poliedros, corpos redondos, e outros.

Alguns exemplos de sélidos geométricos sao: cubos, piramides, prismas, cilin-
dros, cones e esferas.
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Altura =L

Largura =L Comprimento = L

Altura = h

Prisma Cilindro

(c) (d)

DF = diametro
CB = raio

Cone
Esfera

(e) (f)
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Poliedros

Sao solidos geométricos limitados por faces, que, por sua vez, sao poligonos.
Assim, qualquer solido geométrico cuja superficie seja formada somente por po-
ligonos é um poliedro. As linhas formadas pelo encontro entre duas faces de um
poliedro é chamada de aresta e qualquer ponto de encontro entre arestas é chamado
de vértice.

O grupo dos poliedros é dividido em outros trés grupos: cubos, piramide,
prismas, e outros.

Corpos redondos

Sao aqueles sblidos que possuem curvas em vez de alguma face e que, se colo-
cados sobre uma superficie plana levemente inclinada, rolam.

Sao exemplos de corpos redondos: cilindros, cones e esferas.

1.3.1 Volume

s O volume do cubo é dado pela equa-
¢ao:
Attura =1 V=L.-L-L=1I3
Onde L é a medida do lado do cubo.

..D----

Largura=L Comprimento = L

Cubo

O volume da piramide é dado pela equa-
Gao:

volia

Onde Ay é a drea da base da piramide
que varia de acordo com o poligono que
estd na base, e h é a altura da piramide.

Piramide

O volume do prisma ¢ dado pela equa-
H ¢ao:

V=A4,-h

Altura =h

bgecmmnaen

Onde A, é a area da base do prisma
A Loase e que varia de acordo com o poligono que
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estd na base, e h é a altura do prisma.
Um caso particular de prisma é o

ase

Cilindro

Cone

DF = diametro
CB = raio

Esfera

paralelepipedo que é um prisma cuja
base é um quadrado ou um retangulo.

O volume do cilindro é dado pela equa-
¢ao:

Onde A, é a area da base do cilindro
que é uma circunferéncia, e h é a altura
do cilindro.

O volume do cone ¢é dado pela equa-
cao:

ou equivalentemente

Onde A, é a area da base do cone
que é uma circunferéncia, e h é a altura
do cone.

O volume da esfera é dado pela equa-
¢ao:

Onde r é o raio da esfera, e m =~ 3,14
é uma constante.
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Respostas dos Exercicios

Recomendamos ao leitor o uso criterioso das respostas aqui apresentadas. De-
vido a ainda muito constante atualizagao do livro, as respostas podem conter
imprecisoes e erros.

E 1.5.1. Ha 10 atletas que participam apenas da equipe de Handebol.

E 5.7.1.
1 343
a) 16 e) —225 i) (E) 1) (?)
b 1 f) —243
100
) (i) i) (871) m) 2,105
c) 49 g o5
d) 64 h) 30276 k) 1 n) (— 625)
256

E 5.7.2.
a) F e) F i) F m) V
b) V f) F DAY n) F
c) V g) V k) V
d) Vv h) V H Vv

E 5.7.3

32 . 2933 _ 1 3 5
a) - b) 2 c) e d) 2.8 e) 4.5 f) 4

E 5.7.4.
a) V27T €R d) V(=52 €R g) Y—I€R i)V ¥—62¢R
b) =144 ¢ R e) YFEeRr h) V215 e R

— 36

) ¥=T6¢R f) ¥=2WeRr i) ¢ T3~93 ER K YaZ¢r
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a)

b)

5)

a)

b)

c)

d)

a)

b)

a)

b)

c)

a)

b)

c)

a)
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E 5.7.5.

12
13

E 5.7.6.

. Letra D

m+ 5

m —5

x—1

! T+ 2

d)

e)

£)

5)

f)

g)

-2

5.32

c) =

d) (2+V3)(3+V8)

5)

d) =+ 20
e) z—7

f) w+%x

2V3(V8 + V5B)
3

g) 3

h) 4

p 43

d) 6Y73 +14¥23)

=3 1 1
e) (52+>-7
7 4

i) —15v3

) 20

k) 2-7-3

m)

, —YEEE v

2
g) 18
g) 16 — 2z
h) lz+3
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b)

c)

a)
b)

c)

a)
b)
<)

d)

a)
b)

<)

a)

b)

a)
b)

5)

a)
b)
)
a)
5)
£)

g)

Sim.
Sim
E 8.4.3.
S = {30}
S = {9}
S = {48}
E 8.4.4.
S = {20}
S ={-9}
S = {4}
s =4}
E 8.4.5
S ={="}
S = {56}
S = {6}
E 8.4.6.
S = {12}
S = {24}
E 8.4.7.

E 8.4.8.
S ={-6,6}
S = {-13,13}

S = {-15,15}

={-4,4}
S = {-11,11}
S = {-2v2,2v2}
S = {—3v3,3V3}

)
o)
£)

e)

f)

g)

h)

d)

5]
£)

o)

d)

d)

e)

£)

Licenga CC BY-SA-4.0.

S = {-6}
s = {8}

s = {3}

s = {2}

s = {10}
S = {8,25}
s ={1,5}
S = {2}

s = {11}
S ={-3}
s =4}
S = {—49}

4r +5 =105e z = 101

O estacionamento tem 9 6nibus.

A idade do Ari é 52 anos.

S = {-5v5,5V5}
S=1{(53)
s={z"
s={5" 5
S=0

S=0

S=0

Contato: reamatQufrgs.br

g)

)

g)

)

5)

£)

g)

h)

o)

p)

a)

r)

5)

t)

S ={-8}
S = {9}

S ={-15}
S = {2}
S={s5}
S={3a}
5={13}
S = {240}
S = {11}
s={-%}
s=1{-5}
4em

Largura é 17¢cm e o comprimento 31.

123 e 125.

S ={-5,5}
S ={-3,3}
S ={-6,6}

S = {—15,15}
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a)
b)
)
d)

e)

a)
b)
5)
a)
5)

f)

a)

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)

h)
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E 8.4.9.
S = {0,36} f) S ={0,23} k) S=1{0,1%
S ={0,13 =
10,13} g) S=1{0,v3} b s (0.6}
s = {0,v2} h) S ={0,-5}
m) S ={0,1}
S = {0, —13} i) S={0,6}
S ={0,-17} i) S={o0,111} n) S ={0,—-v2}
E 8.4.10.
S ={-4} g 5={155, 155,
S ={7} 1) S:{l_Z‘/ﬁ71+2‘/ﬁ}
S ={-5,7}
i) S={-1-+2,-1+V2}
S = {-6,3}
S:{—le’?} i) 52{71#;07%}
S = {_%7 _%} k) S= {71500;21?0@’ 715004521?0@}

E 8.4.11.

z24+4=29ex=-5

E 8.4.12. S = {4}

b) 22 —4=32ex =26

¢) O quadrado possui lado de 4cm

4

E 8.4.13. O conjunto de solugdes reais é: S = {2,4,3 — V7,3 + V7}.

E 8.4.14. S = {4}

E 8.4.15. A equacdo possui 4 solugdes reais distintas.

E 8.4.17
5 = {6}
5= {3}
s={§
s={-3}
5= {3}
5 = {0}
s={-§
5 ={-2}
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i) s={-4%2

E 8.4.18.
a) S={0}
b) S ={1}
c) S={2}
d) S ={2}

E 8.4.19.
a) S={0,1}
b) S ={0,1}
c) S={1,2}
d) S={1,3}

E 10.7.1.
a) S={6} c) S={-3;2}
b) S=¢

E 11.16.1. a) f(x) = 42 — 2,50x; b) a cargo do leitor;

E 11.16.2. a) f(z) = 3,50+ 0,80x; b) z = 17TKm;

E 11.16.3. a) 1? opgdo: f(x) = 100 + 12z, 22 opgdo: f(z) = 80 + 15z; b) 1* opcdo;

E 11.16.4. a) 35,5; b) 37; c) 40;

E 12.4.1.
a) 3 c) —V3 e) # g) —1
1 —1
b) NG d) V3 f) 1 h) N
E 12.4.2.
a) 0,6427 b) 1,1917
E 12.4.3.
a) —0,766 b) —0,839
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E 12.4.4.

a) 0,5733 b) 0,8193 c) 1,4290

E 12.4.5.

a) 0,6293 b) 1,2348

E 12.4.6.

a) —0,3420 b) 0,3639

E 12.4.7.

a) 0,9848 b) —0,1763

E 12.4.8.

E 12.4.9. 8v/3m

E 12.4.10. 12m

E 12.4.11. =~ 232,9371m

E 12.4.12. =~ 110,691m
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